TSI 2.1 Iycée Monge 2025-2026 #:Cahier de vacances¥® - Correction
# CORRECTION DU CAHIER DE VACANCES #

Correction 1. indications
1. récurrence
2. (@) récurrence en utilisant et mentionnant la croissance de la fonction racine carrée

(b) la propriété P(n) est « vy < vpt1 ».

Correction 2. indication
Récurrence a deux prédécesseurs.

Correction 3. réponses

(a)fT$)=2cw%P+l)+%SHN1+$) (e) f'(w)=1- Zfliz}2 (i) f'() = 575;
(b) f(x) = —5- 3? (f) f'(z) =6(2z — 1) () f'(z) = Lsin (== +1)
(c) f'(z)= (g) f'(z)= Tﬁ) (k) f'(z) = (1—2x)e 2" 42
(d) f'(z) = ;{%z (h) f(@) = - g2 (1) f'(@)=—Z e (%)
Correction 4. indications et réponses
.21:(—1—¢£5:
—1—i=+2e"7. .
Donc 21 = (\@ez%) = (\/5)156157;%
—1555 = % = LZ*?’ =2x9+ % donc
la forme trigonométrique de z; est (\/5)156_%i !
SN2
* 2= (\/3*-)
i=¢'2 et /3 —i=2e"5 donc \/53 = % i donc | zo = %65’%
e 23=—6+2iV3
|z3| = ..., cos(d) = ... on trouve | z3 = 44/3¢'%
e 2, = —e 1 : le module est un nombre positif | —1 = e’ donc | z4 = e
o z5 = —cos (7{7) —isin (7{;) = it = it

® zg = sin (35”) —1.CoS (3;) = cos(...) +isin(...) (formules de trigonométrie avec ) on trouve | zg = €'10 |.

Correction 5. indications

1. on peut conjecturer que ces droites sont perpendiculaires.

2 Z0—ZA __ 1 —25
- T2s =

3. Oui, car ( @ ﬁ = Arg(2¢_=4) [27] = -7 [27].

Correction 6.

1. * numérateur : défini sur R (composée de deux fonctions de référence définies sur R)
* dénominateur : la racine est définie sur [0;4o00[ et z +1 > 0 <= z > —1 donc le dénominateur est
défini sur [—1; 00|
*Vr+l-1=0<=vVoe+tl=1=zo+l=12=0
Donc f est définie sur [—1,0[U]0, +ool.

N

. * lim 2z = 0 donc sin(2z) ~ 2z ;
z—0 0
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* VIFz = 1+e+o(@) done vVa+1-1 = atolr) ~ 1o
T— d

—0 x—0
Donc ) ~ 22 4
f( ) x—0 %35 x—0

, donc ‘ f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 4 ‘

Correction 7.
x Sur ]0,27] : f est le quotient de x ~ 22 qui est continue, par x +— 1 — cos(x) qui est continue et ne
s’annule pas sur |0, 27[.
Donc f est continue sur |0, 27/.

z? x?

* En 0 : pour:n;é(],mxzogxzo2donc ilg%)f(x):2:f(0)

donc f est continue en 0.

Donc ’ f est continue sur [0, 27| ‘

Correction 8. réponses

1. f(x) Tt 123 + o(z?) 4. f(x) = ac—%x2—|—%x3—%x4+%x5—%x6+o(m6)
2. f(x) T E T sa3 — 2a° + o(2) 5. f(z) o 1— 322+ tat — 2520 + o(2")

_ 1 1,2 1,3, 1.3 4
3. f(x) = T ar = 50— g g + o(z*)

Correction 9.
* g est continue sur |0, +o00[ car c’est la somme de fonctions usuelles continues sur cet intervalle ;
* g est dérivable (méme raison) et Va €]0, +oo|, ¢'(z) = 2z + 2 ce qui est strictement positif.
Donc g est strictement croissante.
* lim g(x) = —oo (somme) et lim g(x) = 400 (somme)
z—0 T—+00

Donc par le théoreme de la bijection, g est une bijection de ]0, +oo[ sur | — oo, +00].

Donc 0 a un unique antécédent par la fonction g, autrement dit ‘ I’équation g(x) = 0 a une unique solution |.
g(1)=1+In(l) —2=—1et g(2) =4+ 1n(2) — 2 =2+ In(2).
Donc ¢(1) < g(a) < g(2) (car In(2) > 0).

Or g est strictement croissante, donc |1 < a < 2|.

Correction 10.

1. Sur [v/2, +00[, x ne s’annule pas donc f est dérivable sur [v/2, +o0].
Vo € [V/2,+oo|, f'(x) = % (1 — x%)

%EOdoncl—m%gldoncf’(x)g%.

De plus, > v/2 donc 22 > 2 donc z% < 1, done f'(z) > 0.

Donc |Vz € [v2,+oo], |f'(z)] < 1|

2. Inégalité des accroissements finis (d revoir dans le cours si besoin !!) :

continue sur [a, b]

Soit f une fonction { dérivable sur |a, b[ alors V(z1,2) € [a,b]?, |f(z1) — f(22)] < k|21 — 2]
telle que Vz €]a,b], |f'(z)| < k

Soit = € [V/2, +o0] :

x f est dérivable et continue sur [v/2, z]

* VtelV2,al |f(H)] < 3

On peut donc appliquer I'inégalité des accroissements finis & f entre /2 et z :

£ = (V2 < |- V2],

Or f(v2) = 3(V2+ %) = 5(V2+v2) = V2.

Donc ’f(x)—ﬁ‘é%’x—ﬂ’
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n
3. On note P(n) la proposition ‘un - \/i‘ < (%) ‘uo — \/5‘
0
Initialisation : pour n =0, (%) =1 donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.

k
On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire ’uk — \@‘ < (%) ‘uo — \/5‘
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.

D’apres I’énoncé, uy, = /2 donc on peut appliquer I’inégalité de la question précédente avec x = uy,
‘f(uk) - \/5‘ < % ‘Uk — \/i‘

Or f(ux) = upq1 donc ‘Ukﬂ — \/5‘ < % ‘Uk - \/5‘

w2 (3) o~ vl

Done [ — v < 3 ()" Juo — v, soit Jupir —v2| < (8)" Juo - V2.

2] < () oo~

Or par hypothese,

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que |Vn € N,

4. Ainsi, — (%)n <upy — V2 < (%)n

1 n
Or lim (2> :0car0<%<1.

n—-+4o0o

Donc par le théoreme des gendarmes, ET U, — V2 =0 donc | (u,) converge vers v/2|.
n o

O

<= nln(3) < In(10~
<~ n > In(2) (4 In(10
In(2)(410(10) +In(3 - v2)) ~ 4,7
Donc pour n > 5, u, est une valeur approchée de v/2 & 10~% prés.

Remarque : cette technique permet d’obtenir une valeur approchée de \/2, et on voit qu’avec peu de calcul,
on a déja une précision intéressante.

S

—/2) car la fonction In est croissante

~V2)) carln(}) = ~In(2) <0

I
S~—

— In(
+ In(

NI ol

~—

5. from math import *
def un(n):
u=3/2
for k in range(n):
u=0.5% (u+2/u)
return u

Pour tracer le graphique :

import matplotlib.pyplot as plt

N=[] # liste des indices
Un=[] # liste des valeurs successives de la suite
u=3/2

**+

for k in range(100): pour representer les 100 premiers points,
N.append (k) # ici cela suffit largement mais on peut modifier
Un.append (u) la valeur une fois qu’on a vu 1l’allure generale du graphique
u=0.5*(u+2/u)

**

plt.plot(N,Un)

Correction 11.

2 _ ~ 2 ~
1. (a) een +oo, 2% —3x+ 1 e donc f(x) -

donc d’apres le théoreme des croissances comparées lim xz)=0]|
)
T—r+00
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e en —oo, par produit, ll)m f(x) = +o0o|.
x — 00

b) La courbe représentative de f a une asymptote horizontale en +o0o d’équation y = 0.
p ymp q Yy

2. Factoriser f'(x) par e ".

3. formule du cours ! on trouve y = —4x + 1.
4. En premier, tracer la tangente, et moter le point ou la courbe doit se coller a cette tangente, puis

lasymptote, et repérer la zone ot la courbe doit s’en rapprocher.

Ensuite, le tableau des variations donne Uallure, il suffit de le recopier « de fagon artistique » en s appuyant
sur la tangente et l'asymptote.

(vérifier en tracant sur la calculatrice)

5. (@) x f est continue sur | — 0o, 1] (produit d’un polynéme et d’une exponentielle continues)

* [ est strictement décroissante sur | — oo, 1]
* lim f(x) =400 et lim f(x) = ——
r——00 rz—1 e
Donc f réalise une bijection de | — oo, 1] sur ] — 1, 4o0l.

Or2e]—1 4oof.

Donc ‘l’équation f(z) = 2 a une unique solution sur | — oo, 1] ‘

(b) f(—=1)=5e>2et f(0)=1donc f(0) < f(a) < f(—1).
Or f est strictement décroissante sur | —oo, 1[, qui contient les nombres 0, a et —1, donc .

a est a lintersection de la courbe de f et de l'aze des abscisses sur | — oo, 1].

Correction 12. réponses

2 15
1. / (e® +cosz 43z +1) dz = e + e +sin(2) +sin(1) + 5
-1

2/1 1 94 2)°
/<++3x5+\/§> dx:ln(2)+—+@
1 \z 22 3 3

1
2. / ze ¥ dr=1—2¢e"!
0
t
I= / cos ze” dx : par deux intégrations par parties successives, on trouve I = cos(t)e! — 1 +sin(t)e! — I

doenc (.)T = 1(e'(cos(t) +sin(t)) — 1)

1 1
1 = —e2 4 =
/Ixn(a:)da: 1€ +4

e qj 1
3. / sin(ln z) dz = / sin(u) du = 1 — cos(1)
1 0

X
t Vit Vit
[ [ s [Pl gy (2
1 z(1+ /) 1 u(l+u) 1 u 14w 1+t

Correction 13.

Lo =
1 1 1
DoncIlz/O 1—1+xdx: [x—ln(l—l—a:)}oz1—111(2)—(0—111(1)): 1—1In(2) |

1z

2. I =
2 0o 1+ a2

dz = [% In(1+ xQ)E = %111(2) .
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) 1 x x
3. Soit n dans N, In+1—In:/O Tr o Txan dz

_/1 z(1+2") — z(1 4 2"+ e
o (14 2+ (1 + 2n)

n+1 n+2
= d
/0 I +a )1 +am)
P 1 _ JJ)
= / dx
(1+ :r”“ (1+zm)
Pour x € [0,1] et 2 > 0, 1 — > 0 et (1 + ") (1 4+ 2™) > 0 donc la fraction est positive, donc par
positivité de l'intégrale, I,,11 — I, > 0.

Donc ‘ (I,) est croissante ‘

4. Pour z € [0,1], 0 < 2" < 1 donc 1 < 14 2™ < 2 donc par inverse avec ces nombres strictement croissants,

1
5 S

H% < 1 donc par produit avec z positif, | pour = € [0,1], § < 175 < 7|
T

Ly
Donc par croissance de l'intégrale, / 5 de < 1, < / x dx
0

. 0
1
Or/dx—[ 2] ==
i? 1
1 1
et/xdx—{a@] = —.
0 2 0 2

Doncié[ngé.

5. (I,) est croissante, et majorée (par 3) donc ‘ (I,) est convergente ‘

Correction 14. réponses
1. §= {3: — Xe2”, A€ C} 3. §= {x — Ae?? — & cos(3z) + & sin(3z) — 4e¥, A € C}

2. S={x— X +e* NeC} 4. S ={x > N\ +22¢3, N\ € C}

Correction 15. réponses

1. dans C: S = {x — Ae'® + e — 3y cos(x), A\, p € C}
dans R : & = {z — Acos(x) + usin(z), (\, u) € R?}

2. 8= {t = e + pet + 3tet, (A, pu) € C? ou ]RQ}

3. dansC: S = {:n = Ae+20)T 4y e(1=207 4 2e27 avec (A, p) € (CZ}
dans R: § = {:n — e”(Acos(2x) + psin(2z)) + 2e27, (A, 1) € Rz}

4. S = {x — Ae® + pze® + 32%e%, (A, p) € C? ou R2}

Correction 16.

* On résout 1’équation homogene y” + 4y = 0.

L’équation caractéristique est 72 + 4 = 0 les solutions sont 2i et —2i.

Les solutions a valeurs réelles de I’équation homogene sont les fonctions x +— A cos(2z) + psin(2z).
* On recherche une solution particuliere sous la forme f(x) = ax cos(2z) + Sz sin(2z).

f est bien C? sur R et Vo € R, f'(z) = acos(2z) + Bsin(27x) + x(—2asin(27) + 23 cos(2z))

= (o + 22f) cos(2x) + (8 — 2za) sin(2x)
Donc f"(z) = 28 cos(2x) — 2(a + 2x) sin(2x) — 2asin(2x) + 2( — 2z«) cos(2x)
= (48 — 4za) cos(2z) — (4a + 4z3) sin(2z)
Ainsi, f(z) +4f(x) = cos(2x) <= 48 cos(2x) — 4asin(2z) = cos(2z).

On peut prendre | 5 = % et a =01

Ainsi,  — fxsin(2z) est une solution particuliére de I'équation (E).
* L’ensemble des solutions de (E) est {y t x> Acos(2z) + psin(2z) + s sin(2z) | (A, p) € RQ}.
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* Si y est une solution de (E) alors y(0) = X et ¢/ (0) = 2u+ 0 donc pour satisfaire aux conditions initiales,
ilfaut A\=0et p= 3 (et d’apres le théoreme de Cauchy, on sait que la solution existe).

Donc |la solution de ( ) vérifiant y(0) =0 et y/(0) = 1l est y : z — (3 + +z)sin(2z) |

Correction 17. réponses
1. X suit la loi uniforme sur {1;2}.
2. Y}, suit la loi de Bernoulli de parameétre %

3. Z, suit la loi binomiale de parametres n et 3. (& justifier !)
4. W, ZXk Z Yy +1) = Z, +n.
k=1
Donc W,,(R2) = [n, 2n] et pour tout k de W, (), P(W,, = k) =P(Z, =k —n) = <k " ) (%)n

Correction 18.
Y () ={0,1,2,3}
On note F}j 'événement « le lancer k a donné Face ».

PY=0)=P(F N Fg NF3) =4 x 3 x 3 = § par indépendance des lancers successifs ;

PY=1)=P(F)=3;
P(Y=2)=P(Fi N F2) 1
P(Y=3)=P(FiNFKNF;) =
E(Y)=Yet V(X) =1L

Correction 19. réponses.
Partie A.

1. D suit la loi uniforme sur [1; 6].

2. Formule des probabilités totales dans le systéme complet formé par les trois événements (D = 1,2 ou 3),
(D=4o0ub)et (D=06).

On trouve P(R) = 3.

3. Formule de probabilité des causes, apres calculs : Pr(D = 6) = %.
4. Comparer P(D = 6) et Pr(D = 6) : non indépendants.

7

5. On cherche P(V1 N Ry), et par la formule des probabilités composées, on trouve 5.

Partie B.
1. équiprobabilité
2. loi binomiale B(20, %), rédiger correctement la justification (vérifier dans le cours tous les arguments a

donner !).

20
3. penser a I’événement contraire. (on trouve (%) )

4. E(X)=12, V(X)) =%

5. G = 18X — 160 donc par linéarité de 1'espérance F(G) = 18F(X) — 160 = 56 : le gain moyen d’'une
partie est 56 euros.

Correction 20. réponses
1. pas de solution 2. §= {(%,—1—,2,2,—%), ZGR}

Correction 21.
* Le polynome nul est dans F' car sa dérivée est nulle aussi, et 0 +3X x 0 = 0.
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* Soient P et () dans F' et A dans R, montrons que P + A est dans F.
(P+AQ)+3X(P+AQ) =P+ XQ+3X(P'+AQ') DoncP+AQE€F.
=P+ XQ+3XP +3X)\Q
=P+3XP+\Q+3XQ)
=0+ X0
=0

* Donc | F' est un sous-espace vectoriel de Ra[X] ‘

Correction 22.

1. Soient A1, A2, Az tels que Ajug + Aqug + Asusz = (0,0,0,0).

AM+2Xa+Xx3 = 0
M—X3 = 0

Alors, 0 3 st = 0
AM+2A3 = 0

En résolvant le systéme on trouve bien A\; = Ay = A3 = 0 donc la famille (u, ug, u3) est libre.

on pouvait aussi former la matrice des vecteurs en colonne, et comparer son rang au nombre de colonnes
Si on pose ug = (0,0,0, 1), en utilisant la matrice des vecteurs en colonne, on constate que le rang de la
famille (uq,us,us, us) est 4, et comme R* est de dimension 4, cette famille est une base.

il y a une infinité d’autres solutions pour le vecteur uy !

2. (u1,u2,us,uq) est une famille libre, donc Vect(uy, ug, us)® Vect(ug) =Vect(uy, uz, ug, uq)
Autrement dit G®Vect(uq) = R?*, donc Vect(uy) est un supplémentaire de G' dans R*.

Correction 23.

1. 2—2y+2=0<+<=x=2y—zdonc F = {(2y—=2,9,2) | (y,2) € R?} = {y(2,1,0)+2(-1,0,1) | (y, 2) € R?}.
Autrement dit, F' = Vect(eg, e3) avec ea = (2,1,0) et e3 = (—1,0, 1), donc F est un sous-espace vectoriel
de R3.

De plus, ces deux vecteurs forment une famille libre donc une base de F'.

2. rg(ey, e9,e3) = 3 (rang de la matrice de ces vecteurs en colonne. .. d rédiger)
Donc (eq, e, e3) est une base de R3.

Donc (par la propriété sur les bases et sommes directes), | F' et G sont supplémentaires dans R |.
Autre méthode :
* Montrons que F NG = {0} : soit u dans F N G, alors u € G donc il existe A tel que u = (A, A,0), et
u € F donc A —2X 40 =0 soit A = 0.
Donc u = (0,0,0), donc F'N G est réduit au vecteur nul.
x dim(F) = 2 et dim(G) = 1 donc dim(F) + dim(G) = dim(R3).
* Donc|[R = F& G|

Correction 24. indications.

1. La matrice de passage est P =

O N
=N O
— = =

(pour montrer que c’est une base, on étudie le rang de la matrice des vecteurs en colonne, qui deviendra
la matrice de passage si les vecteurs forment effectivement une base)

1
2. On note X = | 4 | la matrice des coordonnées de u dans la base canonique.
7
Si X’ est la matrice des coordonnées de v dans la base B, alors X = PX’ soit X’ = P71 X.
1 1 -2
On peut montrer que P~ = % -2 1 1
2 -1 2
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-9
On obtient donc X' = | 13
12

Les coordonnées de u dans la base B sont (—9,13,12). ‘

Correction 25. réponses.

1. On peut montrer que la famille est libre (combinaison linéaire nulle ... ), et on utilise le fait que R3[X]
est de dimension 4.
(ou on forme la matrice des coordonnées en colonne, qui correspond a () et on montrer que son rang est
4, le méme que la taille de la matrice).

01 1 1
1 1 11
@= 00 1 1
0 0 01
-1 1 0 0
1 1 0 -1 0 . . ) .
2. Q7 = 0 0 1 -1 (pivot de Gauss avec la matrice augmentée ou le systéeme).
0 0 O 1
a —a+b
|0 iy | a—c
3. U = . Alors V =Q U = c—d
d d

Correction 26.

1. Soient u = (z,vy,2) et v = (',5,2') dans R? et A dans R.
Alors f(u+ M) = f(z + X',y + M\, 2+ A2)
= 2@+ M)+ 3y +N), (x + ) — (2 +\))

= .(.2&:+3y,x—z)+/\(2x'+3y’,:c’—z')
= f(u) + Af(v)

Donc | f est linéaire |.

On note By la base canonique de R*. Alors matg, B, (f) = (2 3.0 )

2. Soient P et @ dans Ry[X] et A dans R.
Alors g(P+AQ) =3(P + Q) + (P + 2Q)'(3)
=3P +3\Q + P'(3) + \Q'(3)
=3P+ P'(3) + A3Q + Q'(3))
= 9(P) + A9(Q)

Donc | g est linéaire |.

On note B la base canonique de Ry[X], alors matp(g) =

S O W
S W
w oo

Correction 27.

2 1
1. A=10 -1 etB:<1 0 _1>.

1 -2
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2 2 =2
2. AB=[0 -2 0 | donc fog(z,y,z) = 2z +2y — 2z, —2y,x — 4y — 2)
1 -4 -1
1 3
BA = 0 o9 donc g o f(z,y) = (x + 3y, —2y).
Correction 28.
1. On note A la matrice de f dans la base canonique de Ra[X].
f)=Xx0-1=-1,fX)=Xx1-1=X-1let f(X}) =X x2X-12=2X2-1.
-1 -1 -1
Donc|A=0 1 0
0o 0 2
2. La matrice A est échelonnée et de rang 3, donc Im (() f) est de dimension 3, et elles incluse dans Ry[X]
qui est de dimension 3 donc ‘Im (f) = Ra[X] ‘
Donc f est surjective, or ¢’est un endomorphisme, donc elle est aussi injective donc | Ker(f) = {0} |.
Correction 29.
1. Soient u et v dans R?, on note u = (z,y) et v = (2, y).
Soit A € R, montrons que f(u + Av) = f(u) + Af(v).
u+ = (z+ ',y +\y) donc :
flu+ ) =(x+ A" +2(y+ N),x + X/, + X2’ +y+ Ny, 3(x + A2') + 5(y + \y'))
=(@+2y+ A2 +2¢), 2+ o +y+ A2 +y), 3z + 5y + (32" + 5Y))
= (v +2y,7,2 +y,3z + 5y) + Ao’ + 2y, 2", 2" + ¢/, 32" + 5¢')
= f(u) + Af(v)
Donc ‘ f est une application linéaire ‘
z+2y =20
x =0
2. (z,y) € Ker(f) < Ty =0 —r=y=0.
3z +5y =0
Donc |Ker(f) = {0} | de dimension 0.
3. (0,1) et (1,0) forment la base canonique de R? et f(1,0) = (1,1,1,3) et £(0,1) = (2,0, 1,5).
Donc | Tm(f) = Vect((1,1,1,3),(2,0,1,5)) |
Les deux vecteurs forment une famille libre (ils ne sont pas colinéaires) donc Im(f) est de dimension 2.
(Ou d’apres le théoréeme du rang, dim(R?) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) ...)
1 2
1 0
4. A= 11
3 5
5. On note P la matrice de passage de Co vers By et ) la matrice de passage de Cy vers By.

1 11
1 -1
OmaP—(1 1>etQ—

o O O

1
0
0
-1 1
1 1
Alors mat32,64(f) = Q_lAP - ( % %
2
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1 -1 0 0
11 0 1 -1 0
-1 _1 -1 _
(ona P _2<—1 1>etQ 00 1 —1|’
00 0 1

Correction 30.
a: Rose ; b: Orange ; c: Jaune ; d: Blanc ; e: Rouge ; f: Vert clair ; g : Gris ; h: Vert foncé.
Bleu foncé correspond a () (ne pas oublier l’ensemble de définition de l’équation !)

Correction 31. réponses.
1. 32 +2y—7=0
2. z—-2y+3=0

T=-3+1
3'{y—4t avec t € R.

4. le projeté a pour coordonnées (—3,2L) et

Correction 33. réponses.

r=t+1
1. équation cartésienne —2x—2z+3 = 0 et systeme d’équations paramétriques: ¢ y = —s+1 (s,t) € R2.
z=-2t+1
r=s5—2
2. équation cartésienne x —y — 2z — 7 = 0 et systéme d’équations paramétriques : y=2t—3s+1 (s,t) € R2
z=—t+s5—3
=1
3. équation cartésienne 2z —3y—+2z = 0 et systeme d’équations paramétriques: ¢ y = s (s,t) € R%
z=—2t+ 3s

Correction 34. réponses.
On cherche z tel que det(v?, v3, @) soit nul. On trouve z = 1.

Correction 35. réponses et indications.
1. les coordonnées sont (3,0,1)
2. G(-3,4,2)

3. on note D(z,y, z), alors %(1 +x,-2+4+y,2+2)=(0,0,0)donc z = -1, y =2 et z = —2.
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