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Concours blanc de mathématiques
Vendredi 13 juin, 8h - 12h

Calculatrice interdite.

Le sujet compte 3 exercices répartis en 4 pages.

Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
La notation prendra en compte la présentation, la lisibilité, l’orthographe et la qualité de la rédaction
(lexique, syntaxe).
La clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des
copies.
Si au cours de l’épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il la signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené à prendre.
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Exercice 3.

Partie A. Étude d’une suite (un)n∈N.

Dans cette partie, on étudie l’intégrale un =
∫ π

2

−
π

2

cosn(t) dt où n ∈ N.

1. Calculer u0, u1, u2.

2. Montrer que pour tout n ∈ N, un > 0 et étudier la monotonie de la suite (un)n∈N.

3. Établir que (n + 1)un+1 = nun−1 pour n > 1.

4. Soit (vn)n∈N définie par vn = (n + 1)un+1un pour n ∈ N.
Vérifier que (vn)n∈N est constante et donner sa valeur.

5. En déduire que (n + 1)u2
n+1 6 2π 6 (n + 1)u2

n
pour tout n ∈ N.

6. Donner, à partir de la question précédente, un encadrement de un en fonction de n pour n > 1.

7. En déduire que un ∼
+∞

√

2π

n
.

Partie B. Étude d’une somme.

Pour tout x ∈ ] − 1, 1[, on note Sn(x) =
n−1
∑

k=0

ukxk.

1. Donner une expression simplifiée de
n−1
∑

k=0

cosk(t)xk valable pour t ∈ [−π

2
, π

2
] et x ∈ ] − 1, 1[.

En déduire que pour tout x ∈ ] − 1, 1[,

n−1
∑

k=0

ukxk =
∫ π

2

−
π

2

dt

1 − x cos(t)
− xn

∫ π

2

−
π

2

cosn(t) dt

1 − x cos(t)
.

2. En déduire que pour tout x de ] − 1, 1[, lim
n→+∞

Sn(x) =
∫ π

2

−
π

2

dt

1 − x cos(t)
.

On notera S(x) cette intégrale.

3. On cherche dans cette question à calculer S(x) par le changement de variable u = tan( t

2
).

(a) Justifier la formule 1 + tan2(a) =
1

cos2(a)
.

(b) Montrer que cos(t) =
1 − u2

1 + u2
.

(c) En déduire que S(x) =
∫

1

−1

2

(1 − x) + (1 + x)u2
du pour tout |x| < 1.

(d) Déterminer alors l’expression de S(x) pour |x| < 1.
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