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Corrigé du Concours blanc

Correction 1.

1. I0 =
∫ 1

0

1

1 + x
dx =

[

ln(|1 + x|)
]1

0
= ln(2) .

2. ∀n ∈ N In + In+1 =
∫ 1

0

xn

1 + x
+

xn+1

1 + x
dx par linéarité

=
∫ 1

0

xn(1 + x)

1 + x
dx

=
∫ 1

0
xn dx

=
[

1
n+1

xn+1

]1

0

=
1

n + 1

3. Alors I0 + I1 = 1
0+1

donc I1 = 1 − ln(2)

I1 + I2 = 1
2

donc I2 = 1
2

− 1 + ln(2) = −1
2

+ ln(2)

I2 + I3 = 1
3

donc I3 = 1
3

+ 1
2

− ln(2) = 5
6

− ln(2)

I3 + I4 = 1
4

donc I4 = 1
4

− 5
6

+ ln(2) = 3
12

− 10
12

+ ln(2) = − 7
12

+ ln(2) .

4. ∀n ∈ N, In+1 − In =
∫ 1

0

(

xn+1

1 + x
−

xn

1 + x

)

dx par linéarité

=
∫ 1

0

xn(x − 1)

1 + x
dx

Or x ∈ [0, 1], donc xn > 0, x − 1 6 0 et 1 + x > 0, donc xn(x−1)
1+X

6 0.

Donc par croissance de l’intégrale, In+1 − In 6

∫ 1

0
0 dx = 0 donc In+1 6 In.

Donc (In) est décroissante .

5. ∀n > 0, ∀x ∈ [0, 1], xn

1+x
> 0 donc par positivité de l’intégrale, In > 0.

Ainsi, (In) est décroissante et minorée, donc elle converge. On note ℓ sa limite.
Alors (In+1) est extraite de (In) donc converge aussi vers ℓ.
Donc d’après 2., en passant à la limite, 2ℓ = 0 donc ℓ = 0.

Donc (In) converge vers ℓ .

6. Pour n > 1, on note P(n) l’égalité (−1)nIn = ln(2) +
n
∑

k=1

(−1)k

k
.

Initialisation : Pour n = 1, (−1)1I1 = −I1 = −1 + ln(2).

Et ln(2) +
1
∑

k=1

(−1)k

k
= ln(2) +

(−1)1

1
= ln(2) − 1.

Donc l’égalité est vraie.

Hérédité : Soit p un entier naturel supérieur ou égal à 1 quelconque fixé.

On suppose que P(p) est vraie, c’est-à-dire (−1)pIp = ln(2) +
p
∑

k=1

(−1)k

k
.

On va montrer qu’alors, P(p + 1) est vraie.
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D’après 2. (−1)p+1Ip+1 = (−1)p+1
(

1
p+1

− Ip

)

= (−1)p+1

p+1
+ (−1)2(−1)pIp

= (−1)p+1

p+1
+ ln(2) +

p
∑

k=1

(−1)k

k
d’après P(p)

= ln(2) +
p+1
∑

k=1

(−1)k

k
CQFD

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que ∀n > 1, (−1)nIn = ln(2) +
n
∑

k=1

(−1)k

k
.

7. ∀n ∈ N, −1 6 (−1)n 6 1 et In > 0 donc −In 6 (−1)nIn 6 In.
Or (In) converge vers 0, donc par le théorème d’encadrement, ((−1)nIn) converge vers 0 aussi.

Or d’après la question précédente, un = (−1)nIn − ln(2), donc (un) converge vers − ln(2) .

8. (In) est décroissante, donc ∀n, In+1 6 In, donc In + In+1 6 2In

Donc d’après 2., 1
n+1

6 2In donc In >
1

2(n+1)
.

De même, In + In+1 > 2In+1 donc ∀n > 0, In+1 6
1

2(n+1)
.

Or ∀n > 1, n − 1 > 0 donc I(n−1)+1 6
1

2((n−1)+1)
autrement dit In 6

1
2n

.

Finalement, on a bien ∀n > 1, 1
2(n+1)

6 In 6
1

2n
.

Et ainsi, pour n > 1, 2n
2(n+1)

6 2nIn 6 1 (car 2n > 0).

Or lim
n→+∞

2n

2(n + 1)
= lim

n→+∞

2n

2n
= 1, donc par le théorème d’encadrement, lim

n→+∞
2nIn = 1.

Or 2nIn =
In

1
2n

donc In ∼ 1
2n

.

Correction 2.
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Correction 3.

Partie I.

1. La fonction exponentielle est C1 sur R, de plus e1 = e et ∀(s, t) ∈ R
2, es+t = eset.

Donc la fonction exponentielle est bien solution de (E1) .

2. ∀x ∈ R, f(x)f(1 − x) = f(x + 1 − x) = f(1) = e

3. ∀x ∈ R, f(x)f(1 − x) 6= 0 donc f(x) 6= 0.

Donc f ne s’annule pas sur R .

f est continue, donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires, f(R) est un intervalle. Il ne
contient pas 0 donc f(R) ⊂ ]0, +∞[ ou f(R) ⊂ ] − ∞, 0[.

Or e ∈ f(R), donc f(R) ⊂ ]0, +∞[ donc f est à valeurs strictement positives sur R .

4. Pour tout s ∈ R, f(s + 0) = f(s)f(0), c’est-à-dire f(s) = f(s)f(0).

Comme f(s) 6= 0, on peut diviser par f(s) et on obtient f(0) = 1 .

5. Soit t ∈ R. Les fonctions s 7→ f(s + t) (composée) et s 7→ f(s)f(t) sont dérivables sur R (car f

l’est) et égales, donc leurs dérivées sont égales.
La dérivée de s 7→ s+t est s 7→ 1, donc par composition, la dérivée de s 7→ f(s+t) est s 7→ f ′(s+t).

Et f(t) est constante, donc ∀s ∈ R, f ′(s + t) = f ′(s)f(t) .

6. En prenant s = 0 dans la question précédente, on obtient : f ′(t) = f ′(0)f(t).

On pose alors a = −f ′(0) : f est solution du problème de Cauchy :

{

f(0) = 1
∀t ∈ R, f ′(t) + af(t) = 0

.

7. Les solutions de l’équation différentielle (homogène) f ′(t)+af(t) = 0 sont les fonctions f : t 7→ Ce−at,
avec C ∈ R.
Or on veut f(0) = 1 et f(0) = Ce0 = C, donc C = 1.

Donc la solution f est définie par ∀t ∈ R, f(t) = e−at .

8. Comme f(1) = e, on a e−a = e donc −a = 1 donc a = −1, donc f(x) = ex.
Donc la seule solution potentielle est l’exponentielle, et elle est bien solution d’après 1..

(E1) a donc une unique solution : f : x 7→ ex .

Partie II.

9. (a) ∀x ∈ I, h′(x) = y′(x)eA(x) + y(x) × A′(x)eA(x)

= (y′(x) + y(x)a(x))eA(x)

= 0 car y solution de H

Donc h est constante sur I .

(b) Procédons par double inclusion :
⋆ Soit y ∈ SH, alors d’après (a), il existe une constante C telle que ∀x ∈ I, y(x)eA(x) = C

donc y(x) = Ce−A(x).
⋆ Soit C un réel, et g : x 7→ Ce−A(x), alors :

∀x ∈ I, g′(x) + a(x)g(x) = C(−A′(x))e−A(x) + a(x)Ce−A(x) = 0 car A′(x) = a(x)
Donc g est dans SH.

On a donc bien SH =
{

x 7→ Ce−A(x), C ∈ R

}

.
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(c) tan(x) = sin(x)
cos x

= − cos′(x)
cos(x)

donc une primitive de tan est x 7→ − ln(|cos(x)|) et cos est à valeurs

positives sur ] − π
2
, π

2
[ donc on peut enlever la valeur absolue.

Donc les solutions de cette équation sont les fonctions de la forme x 7→ Ce− ln(cos(x)) avec
C ∈ R.
Or e− ln(cos(x)) = 1

eln(cos(x)) = 1
cos(x)

.

Donc S =
{

] − π
2
, π

2
[→ R, x 7→ C 1

cos(x)
, C ∈ R

}

.

10. La fonction x 7→
1

2
x3 est de classe C1 sur R (fonction polynomiale) et sa dérivée est x 7→

3

2
x2.

Or, pout tout x ∈ R, x ×
3

2
x2 −

1

2
x3 =

3

2
x2 −

1

2
x3 = x3.

Donc la fonction x 7→
1

2
x3 est une solution particulière de (E2) .

11. Si y est solution de (E2), alors on a pour x = 0 : 0y′(0) − y(0) = 0, c’est-à-dire y(0) = 0 .

12. (a) Pour tout x 6= 0, (H2) : xy′−y = 0 ⇐⇒ y′−
1

x
y = 0 ⇐⇒ y′ + a(x)y = 0 avec a(x) = −

1

x
.

(b) On sait que si la fonction u ne s’annule pas, alors
u′

u
est la dérivée de ln(|u|).

• Pour x ∈ ]0; +∞[, on a donc A(x) = − ln(|x|) = − ln(x) et d’après la question 9.(b)

les solutions de (H2)sont les fonction définies par yH(x) = Ce−A(x) = Celn(x) = Cx, avec C ∈ R .

• Pour x ∈ ] − ∞; 0[, on a A(x) = − ln(|x|) = − ln(−x) et d’après la question 9.(b),

les solutions de (H2) sont les fonction définies par yH(x) = Ce−A(x) = Celn(−x) = −Cx, avec C ∈ R .

13. (a) ⋆ lim
x→0+

y(x) = lim
x→0+

C1x +
1

2
x3 = 0

⋆ lim
x→0−

y(x) = lim
x→0−

C2x +
1

2
x3 = 0

⋆ y(0) = 0
Donc lim

x→0−

y(x) = lim
x→0+

y(x) = y(0) donc y est continue en 0 .

(b) • À gauche (h → 0−) :
y(0 + h) − y(0)

h
=

C2h + 1
2
h3 − 0

h
= C2 +

1

2
h2 −→

h→0−

C2

donc y dérivable à gauche et y′
g(0) = C2

• À droite (h → 0+) :
y(0 + h) − y(0)

h
=

C1h + 1
2
h3 − 0

h
= C1 +

1

2
h2 −→

h→0+
C1

donc y dérivable à droite et y′
d(0) = C1

Donc y est dérivable en 0 si et seulement si C1 = C2 .

14. (a) y est de classe C1 sur R (polynôme).

De plus, ∀x ∈ R, xy′(x)−y(x) = x

(

C1 +
3

2
x2

)

−
(

C1x +
1

2
x3

)

= C1x+
3

2
x3−C1x−

1

2
x3 = x3

y est donc solution de (E2) .

(b) Par bilan d’analyse, les seules solutions possibles de (E2) sont les fonctions de la forme
x 7→ C1x + 1

2
x3, et d’après la synthèse, ces fonctions sont bien des solutions.

Donc S =
{

x 7→ Cx + 1
2
x3, C ∈ R

}

.

Partie III.

15. Le produit de matrices inversibles est inversible, donc si M est inversible, alors M2, puis M3 sont
inversibles. La matrice nulle n’étant pas inversible, c’est absurde que M soit inversible.
Donc M n’est pas inversible .
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16. (I − M)(I + M + M2) = I + M + M2 − M − M2 − M3 = I − M3 = I.

Donc I − M est inversible et (I − M)−1 = I + M + M2

17. Soit (s, t) ∈ R
2, E(s)E(t) =

(

I + sM +
s2

2
M2

)(

I + tM +
t2

2
M2

)

= I + tM +
t2

2
M2 + sM + tsM2 + 0 +

s2

2
M2 + 0 + 0

= I + (s + t)M +
s2 + 2st + t2

2
M2

= E(s + t) car (s + t)2 = s2 + 2st + t2

18. Pour tout t ∈ R, E(t)E(−t) = E(t + (−t)) = E(0) = I + 0M + 0M2 = I.

Donc E(t) est inversible et (E(t))−1 = E(−t) .

19. On note P(n) : ∀t ∈ R, (E(t))n = E(nt).

Initialisation : E(t)0 = I et E(0) = I donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit k un entier naturel quelconque fixé.
On suppose que P(k) est vraie, c’est-à-dire ∀t ∈ R, (E(t))k = E(kt).
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.

∀t ∈ R, (E(t))k+1 = E(t)(E(t))k

= E(t)E(kt) par hypothèse de récurrence
= E(t + kt) d’après 17.
= E((k + 1)t)

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que ∀n ∈ N, ∀t ∈ R, (E(t))n = E(nt) .

20. Comme E(t) = I + tM +
1

2
t2M2, E ′(t) = 0 + 1M +

1

2
2tM2 = M + tM2.

De plus, ME(t) = M(I + tM +
t2

2
M2) = M + tM2 + 0 = E ′(t).

On a donc bien ∀t ∈ R, E ′(t) = ME(t) .

Bonus. E est solution de y′ − My = 0 avec E(0) = I, donc par analogie avec les équations différentielles
réelles, on peut écrire E(t) = e−tM .

Correction 4.

3◦) Soit P ∈ E, on note P = aX2 + bX + c.
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Alors ϕ(P ) = 1
2
X(1 − X)(2aX + b) + X(aX2 + bX + c)

= 1
2
X(2aX + b − 2aX2 − bX) + aX3 + bX2 + cX

= aX2 + 1
2
bX − aX3 − b

2
X2 + aX3 + bX2 + cX

= (a + b
2
)X2 + ( b

2
+ c)X

Donc P ∈ Ker(ϕ) ⇐⇒

{

a + b
2

= 0
b
2

+ c = 0
⇐⇒

{

a = c

b = −2c

Donc Ker(ϕ) = {cX2 − 2cX + c, c ∈ R} = Vect (X2 − 2X + 1).
Le polynôme X2 − 2X + 1 n’est pas nul donc il forme une base de Ker(ϕ).

Im (() ϕ) = Vect (ϕ(1), ϕ(X), ϕ(X2)) = Vect
(

X, 1
2
X + 1

2
X2, X2

)

(images des polynômes de la base

canonique)
Or d’après le théorème du rang, dim(E) = dim(Ker(ϕ))+dim(Im (ϕ)) donc Im (ϕ) est de dimension 2.
X et X2 sont de degrés différents donc ils forment une famille libre dans Im (ϕ).
Donc (X, X2) est une base de Im (ϕ).

8◦) Le rang de cette matrice est le rang de la famille F .
Or Vect (F) = Im (ϕ) car F correspond aux images des vecteurs de la base canonique de E (donc
famille génératrice de E).
Donc le rang de ϕ correspond au rang de M .
Or en plaçant la première ligne en dernière position, on a une matrice échelonnée avec n pivots qui
sont 1, n−1

n
, . . . , 1

n
, donc le rang de la matrice est n.

Donc ϕ est de rang n.
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