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CORRIGE DU CONCOURS BLANC

Correction 1.
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3. Alors Iy + I; = ﬁ donc | [; =1 —1n(2)
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L+ 1I3=3donc I3 =3 + 3 —In(2) = 5 —1In(2)

13+I4:idoncf4:i—%+ln(2):f’—2—f+ln(2)— —%4—111(2) .
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4. VneN, I, —In:/ _
ne 1 0 (1+x 1+=z

1an(p — 1
:/ R (@ )dx
0 14+
Orze[0,1],doncz" >0,z —1<0et 1+x> Odoncil_fxl)éo.

) dz par linéarité

Donc par croissance de l'intégrale, I,,,; — I, < / 0dx =0donc I,,;1 < I,.
0

Donc |(I,,) est décroissante |.

5. Vn >0, Vx € [0,1], {2 > 0 donc par positivité de I'intégrale, I, > 0.
Ainsi, (In) est decrmssante et minorée, donc elle converge. On note ¢ sa limite.
Alors (1,,11) est extraite de (1,,) donc converge aussi vers /.
Donc d’apres 2., en passant a la limite, 2¢ = 0 donc £ = 0.
Donc | (I,,) converge vers £ |.

6. Pour n > 1, on note P(n) légalité (—1)"1, Z
k=1
Initialisation : Pour n=1, (- =~ =-1 —|—ln(2)
D!
Et In(2 Z )+uzln(2)—1.

1
Donc I’ egahte est vraie.

k

Hérédité : Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 1 quelconque fixé.

On suppose que P(p) est vraie, c’est-a-dire (—1)P1, =

On va montrer qu’alors, P(p + 1) est vraie.
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Dapres 2. (=1L = (—1)P* (S - 1)

= G (1= }3)
CTENING +z " dapres P()
—In(2) + i<7 CQFD

TT

1

n p—
Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que|Vn > 1, (=1)"I, = In(2) + Y ~—*
k=1

7. Vne N, -1 < (-1)" < 1let I, > 0donc —1, < (—1)"I, < I,,.
Or (I,) converge vers 0, donc par le théoreme d’encadrement, ((—1)"1,) converge vers 0 aussi.

Or d’apres la question précédente, u, = (—1)"I, — In(2), donc | (u,) converge vers — In(2) |.

8. (I,) est décroissante donc Vn, I,,11 < I, donc I,+ 1,1 <21,
Donc d’apres 2., —= < 2I,, donc I, > (n+1)

De méme, [,, + [n+1 2 2l 41 done Vn 2 0, [,,41 < 2(++1)

Orvn>1,n—120donc [_1)41 < W autrement dit [,, < %
Finalement, on a bien |Vn > 1, m <, < i )
Et ainsi, pour n > 1, 2(211) < 2nl, <1 (car 2n > 0).
2n 2n
Or lim ——— = lim — =1, donc par le théoreme d’encadrement, lim 2nl, = 1.
n—-+o0o 2<n + 1) n—+oo 2n n—-+o0o
I
Or 2nl, = In donc I, ~ 5-|
2n
Correction 2.
1) a) Suivant ce qu'on a pioché dans U, , l'urne U, peut contenir 0,1 ou 2 boules noires. X, (Q) = {0;1;2} .
b)
1/3 _ B,
B, <
172 2/3~ B,
“ 23 - B,
Z ™~ B, £
/3™~ B,

¢) (X,=0)=B,NB, , (X,=1)=(B,NB,)U(B, N B,) , (X,=2)= B,NB,

L. B A = e i iy

P(X,=0)=P(B,NB,)= P(B,)xP, (B,) = B de méme P(X,=2)=P(B, N B, R S
i3 i g _ 8
P(X,=1)=P(B, N +P(B N B,)= —XS4=x= = =
(X,=1) =P B, )+ P( il e s

1 2 1
d) E(X,)= =X0+=X1+=x2=1.
) E(X,) = £x0+3 %1+

L]
5"
Sion a tiré 2 boules noires dans U, , on a alors 2 boules blanches et 2 boules noires dans U, et le 2° tirage se passe

alors dans les mémes conditions que le premier done P, (A,) = é ;
Si on a tiré 2 boules noires dans U, puis 2 boules noires dans U, , on a alors 2 boules blanches et 2 boules noires dans
1

U, et le 3° tirage se passe alors dans les mémes conditions que les deux premiers donc PAnmA‘(AEJ = i

2) a) P(Aoj . P(X|:2) .

2/8



TSI13.2 et TSI 2.1 Iycée Monge 2023-2024 (version TSI2.1) - Corrigé

b) Onaura (X,=2) si et seulement si on a pioché 2 boules noires a chaque étape.
(X,=2)=A, N A, NA, ..0NA,_, .

¢) A l'aide des probabilités composées, P(X,=2)= P(A,) x P, (A,) x..x B i in ( A_)

0

Chacun de ces facteurs vaut 6 avec les mémes explications qu'a la question précédente.

k=n—1 n
Onadonc P(X,=2)= [] L L
=0 O 6

3) (X,=0), (X,=1), (X,=2) forment un systéme complet d'événements donc d'aprés la formule des probabilités totales :

P(X,.=1) =P( (X,,,=1) N (X,=0) )+ P( (X,,,=1) N (X,=1) )+ P( (X,,,=1) N (X,=1))

n n

= P(Xﬁ:Di(Xra—l:]')XP{Xu:O} 37 PIXF:IJ(Xn—lZI)XP{XHZI) + P\X_‘_,:EJ(X IZI}XP{X.W:?-)

nt

. » 1l ne peut y en avoir une dans l'urne U, _, .

Or Pu'x”=0|(X”+1: 1) =0 car s'il n'y a pas de boule noire dans l'ume U

P X i=1)= % car l'urne U, contient 1 noire et 3 blanches; dans ces conditions et en s'aidant d'un arbre, la

- : ; | 11 1
robabilité de tirer la boule noire est —+=x—= —+— = — |
P 472473 274 2
B sl Xpei=1)= % car l'urne U, contient 2 noires et 2 blanches et on a déja calculé que dans ces conditions, la

probabilité de tirer une seule noire est % .

| 2

Finalement, on a : P(X”H:l)=5P(X”:1]+§P(X”=2)
l _ 1 n 1 n
b) PournelN , notons P, :" P(X,=1)= 2 5] 2% ",
2 ¥ 1 . e

* P estvraicar P(X,=1)== et 2| | —2( > |=1-2=% .

, est vrai car P(X,=1) e (2) (6) 53
* Soit n €IN'. Supposons P, vraie et montrons que P,., est vraie.
P(X,u=1) = S P(X,=1)+2P(X,=2)

1 n+l 1 n+1
= 2(—) -2 (g) etdonc P, ., estvraie.
Conclusion : Par principe de récurrence, P, est vraie pour tout nelN .

¢) P(X,=0) = 1-P(X,=1)-P(X,=2) = 12(%)+2(%)(%) = 1-2

-

1
2

4°) E(X,)= OXP(X =0)+ 1xP(X,=1) + 2xP(X,=2)

[3]-(S (3]
|

I
(e}
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—I<%<I donc (;) —0ectdonc E(X,) =0

Pour n trés grand, on peut espérer un nombre quasiment nul de boules noires dans ['urne U .

Correction 3.
Partie 1.

1. La fonction exponentielle est C* sur R, de plus e! = e et V(s,t) € R?, e = eel.

Donc |la fonction exponentielle est bien solution de (&) |.

2. v:ceR,f(:c)f(l—x):f(:c+1—:c):f(1):E
3. Vz € R, f(z)f(1 —x) # 0 donc f(z) # 0.

Donc ‘f ne s’annule pas sur R ‘

f est continue, donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, f(R) est un intervalle. Il ne
contient pas 0 donc f(R) C]0,+oo[ ou f(R) C]— 00,0].
Or e € f(R), donc f(R) C]0,+oo[ done ‘f est a valeurs strictement positives sur R ‘

4. Pour tout s € R, f(s+0) = f(s)f(0), c’est-a-dire f(s) = f(s)f(0).
Comme f(s) # 0, on peut diviser par f(s) et on obtient | f(0) = 1|.

5. Soit t € R. Les fonctions s — f(s +t) (composée) et s — f(s)f(t) sont dérivables sur R (car f
l'est) et égales, donc leurs dérivées sont égales.
La dérivée de s — s+t est s — 1, donc par composition, la dérivée de s — f(s+t) est s — f'(s+t).

Et f(t) est constante, donc |Vs € R, f'(s +t) = f'(s)f(t)|

6. En prenant s = 0 dans la question précédente, on obtient : f'(t) = f'(0)f(t).

f(0)=1
VteR, f'(t) +af(t) =0

On pose alors a = —f'(0) : | f est solution du probleme de Cauchy : {

7. Les solutions de I’équation différentielle (homogene) f’(t)+af(t) = 0sont les fonctions f : ¢ — Ce %,
avec C' € R.
Or on veut f(0) =1 et f(0) =Ce®=C, donc C = 1.
Donc |la solution f est définie par V¢ € R, f(t) = e~ |.

8. Comme f(1) =e,onae*=edonc —a =1donc a =—1, donc f(z) = e*.

Donc la seule solution potentielle est ’exponentielle, et elle est bien solution d’apres 1..

(&€1) a donc une unique solution : f : x> e”|.

Partie II.
9. (a) Ve eI, W(z) =y (2)e® 4+ y(z) x A'(z)eA®

(¥'(2) + y(z)a(z))e’™
= 0 car y solution de H

Donc \ h est constante sur ‘

(b) Procédons par double inclusion :
* Soit y € Sy, alors d’apres (a), il existe une constante C' telle que Vo € I, y(z)ed® = C
donc y(x) = Ce= 4@,
x Soit C' un réel, et ¢ : & — Ce4@ alors :
Vo €I, ¢'(z) + a(x)g(x) = O(—A'(z))e 2@ + a(2)Ce 4@ = 0 car A'(z) = a(x)
Donc g est dans Sy.

On a donc bien | Sy = {x = Ce 4 C ¢ ]R} .
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(c) tan(z) = 225? = —CC?)SS,(%) donc une primitive de tan est z — — In(|cos(x)|) et cos est a valeurs
positives sur | — 7, 7[ donc on peut enlever la valeur absolue.
Donc les solutions de cette équation sont les fonctions de la forme z — Ce™(%(#) ayec
C eR.
Or e™ ~In(cos(@)) — e1n<cc1>s(z)) = Cosl(x).

Donc S ={] = 3,5[- R, &~ C ks

CER}

cos a:) )

1 3
10. La fonction x — 51’3 est de classe C! sur R (fonction polynomiale) et sa dérivée est x 5:102.

1 3 1
Or, pout tout z € R, z X §m2 — 51‘3 = §x2 — 5353 = 3.

1
Donc |la fonction = — 52:3 est une solution particuliere de (&) |.

11. Si y est solution de (&), alors on a pour z =0 : 0y/'(0) — y(0) = 0, c’est-a-dire |y(0) = 0]|.

1 1
12. (@) Pourtoutx # 0, (H2) : zy/—y =0 <— y’—;y =0 <= ¢ +a(x)y=0avec a(z) = —— |
x

!/
u
(b) On sait que si la fonction u ne s’annule pas, alors — est la dérivée de In(|ul).

e Pour z €]0;+00[, on a donc A(z) = —ln(]x\)u: —In(z) et d’apres la question 9.(b)

les solutions de (H)sont les fonction définies par yy(z) = Ce4®) = Ce@ = Oz, avec C € R|.
e Pour x €] — 00;0[, on a A(z) = —In(|z|) = —In(—=z) et d’apres la question 9.(b),

les solutions de () sont les fonction définies par yy(z) = Ce 4 = Ce=®) = —Cx, avec C € R

1
13. (a) * lim y(z) = lim Ciz + =2° =0
z—0+ 2

z—0t

1
* lim y(z) = lim Chx + 51’3 =0

z—0~ z—0~
*y(0) =0
Donc lim y(z) = lim y(x) = y(0) donc ‘y est continue en 0|,
x—0~ xz—07t

5 — Coh + 1R —0
(b)oAgauche(h—>0_):y(0+h})L y(O): 2 +}2L = Oy + h2 _O>_C2

donc y dérivable a gauche et y;(0) = Cy
y(0+h) —y(0)  Cih+3h* =0

e A droite (h — 01) :
donc y dérivable a droite et y,(0) = Cy

1
=Cy+-h? — C
1+2 h—0t !

Donc ‘y est dérivable en 0 si et seulement si C; = Cs ‘

14. (a) y est de classe C! sur R (polynome).

1 1
Deplus, Vz € R, 2/ (z)—y(z) =z (Cl - 2x2> — (C’lx + 2x3> = C’lx+2x3—01x—2x3 =23

y est donc solution de (&) |.

(b) Par bilan d’analyse, les seules solutions possibles de (&) sont les fonctions de la forme
x— Ciz + %x:g, et d’apres la synthese, ces fonctions sont bien des solutions.

Donc S:{x+—>(]x+%:ﬂ3, CGR}.

Partie IIl.

15. Le produit de matrices inversibles est inversible, donc si M est inversible, alors M?, puis M? sont
inversibles. La matrice nulle n’étant pas inversible, c¢’est absurde que M soit inversible.
Donc | M n’est pas inversible |.
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16. (I —-M)I+M+M)=T+M+M>—-—M—-M>—-M3=1—DM>=1.
Donc | I — M est inversible et (I — M)~ =1+ M + M?

2 t2
17. Soit (s,t) € R?, E(s)E(t) = <[+ sM + 82]\/[2> (I—i—tM—i— 2M2>

t2 2
:[+tM+§M2+sM+tsM2+O+%M2+O+O
24 25t +t2
:[—F(S—i-t)M—i-ﬁM?

= E(s+1t) car (s +t)* = s* + 2st + t*
18. Pour tout t € R, E(t)E(—t) = E(t+ (—t)) = F(0) = + 0M + 0M? = I.
Donc | E(t) est inversible et (E(t))™! = E(—t)|.
19. On note P(n) : Vt € R, (E(t))" = E(nt).
Initialisation : E(t)° = I et E(0) = I donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.
On suppose que P (k) est vraie, c’est-a-dire Vt € R, (E(t))* = E(kt).
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.
VtER, (E(1)"! = E(t)(E()"
= E(t)E(kt) par hypothese de récurrence
= E(t + kt) d’apres 17.
=E((k+1)t)
Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que |Vn € N,Vt € R, (E(t))" = E(nt)|.

1 1
20. Comme E(t) =1 +tM + 5152M2, E'(t)=0+4+1M + 521&M2 =M +tM?>

t2
De plus, ME(t) = M(I +tM + §M2) =M+ tM?*+0=E't).
On a donc bien |Vt € R, E'(t) = ME(t) |

Bonus. F est solution de y/ — My = 0 avec E(0) = I, donc par analogie avec les équations différentielles
réelles, on peut écrire E(t) = =M,

Correction 4.
1°) VP.QeE , LpeR o(AP+pQ) = %X(I—X)MPWQ)' + X(AP+pQ)

X(1=X)(AP'+pQ')+ A XP+u XQ

b | —

= }L(%X(_IX)PI+XP

Ap(P) + po(Q)

+ u(§X(_1XJQ'+XQ

¢ est une application linéaire de E dans E donc c'est un endomorphisme de E.

2°) p(1)= %X(l*X)XOJrXXI =X,

o= S X(1-X)x1+XxX = tx-L1xpx? = 1x4lx?
2 27 2 z 2

9

@(X2)=%X(1—X)><2X+X><X2 X =FrW= X

3°) Soit P € F, on note P = aX? + bX + c.
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X(1—-X)(2aX +b) + X(aX?+bX +¢)
X(2aX +b—2aX?—bX) +aX?+bX?+cX
24 10X —aX? - 0X? 4 aXP + bX2 4 cX
PR ox
a+ % =0 ey ja=c
g +c=0 b= —2c
Donc Ker(p) = {cX? — 2cX +¢,c € R} = Vect (X? — 2X + 1).
Le polynome X? — 2X + 1 n’est pas nul donc il forme une base de Ker(yp).
Im (() p) = Vect (¢(1), p(X), p(X?)) = Vect (X, X + %Xz,Xz) (images des polynomes de la base
canonique)
Or d’apres le théoreme du rang, dim(£) = dim(Ker(¢))+dim(Im (¢)) donc Im (¢) est de dimension 2.
X et X? sont de degrés différents donc ils forment une famille libre dans Im ().
Donc (X, X?) est une base de Im ().

4°) Ker(g) # {0} donc ¢ n'est pas injectif. rg(¢p)<3 donc ¢ n'est pas surjectif.

Alors (P) =

X

1y
2
Ly
2
a
(a+

Donc P € Ker(yp) <

On peut aussi utiliser le fait que pour un endomorphisme ¢ en dimension finie, on a les équivalences suivantes :
¢ injectif < @ surjectif < ¢ bijectif

¢ n'étant pas injectif, il n'est donc pas surjectif.

5°) Montrons que B’ est libre. Soient a,b,c réels tels que a(1-X)*+bX(1-X)+cX* =0 .

a=0
En évaluant en 0,1,2 , on obtient: [ c=0 donc a=b=c=0 et donc B' est libre.
la —2b+4¢=0
] | card(B")=3=dim( R,[ X ]) donc B' est une base de IR,[X ] .

| B' est libre
6°) On trouve o((1-X)*)=0, ¢(X(1-X))= %X(lfx) et p(X?)=X2

Partie II:
k
n

7°) ¢(1)=X et pour ke[1:n] , o(X') = lX[l—X)kX*'_IJrXxX"': ﬁxk(l—x)JrX"”:
n n

8°) Le rang de cette matrice est le rang de la famille F.

Or Vect (F) = Im (¢) car F correspond aux images des vecteurs de la base canonique de FE (donc
famille génératrice de E).

Donc le rang de ¢ correspond au rang de M.

Or en plagant la premiere ligne en derniere position, on a une matrice échelonnée avec n pivots qui
sont 1, "T_l, e ,%, donc le rang de la matrice est n.

Donc ¢ est de rang n.

P o ((X-1)")= %X(l—X)n(X—l)”_] + X(X-1) = =X(X-1)(X-1)""+ X(X~-1)" =0.

Donc (X—1)" eKer(p).
A l'aide du théoréme du rang, on a : dim(Ker(¢)) = dim( R,[X ] ) - rg(¢) =n+l-n=1.
On a vect( (X—1)" ) €Ker(p) et ces 2 sev sont de méme dimension donc ils sont égaux.

1) a) Pour ke[0:n] , d°( P, )= d°( X" y+d°( (1-X)"*)= k+n—k =n.
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b) Montrons la liberté : soient a, ...., a, réels tels que a,P,+..+ a,P, =0

n

En considérant le coefficient constant ona a,=0 , puis en considérant le coefficient en X, ona a,=0 et ainsi de suite
jusqu'au coefficient en X", on trouve que tous les coefficients sont nuls.

| card( P,, P,,...., P, ))=nt+l=dim(E) donc(P,, P,,...., P, )estune basedeE.
| (Py, Py,...., P, )estlibre

0) (p(Pﬂ):gp(X"):%X” (d'apres1°) = % P, .

s |o

0(P) = 0((1-X)") =0= = P, (car (X—1)" Ker(g)) .

Pour ke[1:n-1] , ¢(P,)= -
n

n—k

XXX (1 -XP (=X (1% "] + X (1=-X)

_ ﬁxk(lix)u—ké—l . n#k X.ﬂ'#—l(lix]n—k + X]H—I{I*X)"_k

n n

k{l—X)- n—k

n n

=P, ( X 4%)

= B % Byt wix
n n n

En toute rigueur, on traite P, et P, a part car on peut difficilement écrire que le polynéme dérivé de X est 0X .

| -1 : " .
Le souci étant que X n'a pas de sens. A votre niveau, on peut tolérer que vous le fassiez.
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