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CORRIGE DU DS N°5

4,

. [ est une fraction rationnelle, 42 = 0 <= = = —2 donc | f est définie et dérivable sur R\{—2}|.

Correction 1.

Vo £ =2, f'(x) = _(554_12)2 < 0.

Donc | f est décroissante sur | — oo, —2[ et décroissante sur | — 2, +00[ |.

On note P(n) la proposition : u, est défini et 0 < u, < 1.
Initialisation : ug = 1 donc ug est défini et 0 < 1 < 2 donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.
On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire uy est défini et 0 < uy < 1.
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.

On remarque que, sous réserve d’existence, ug1 = f(ug).

Or par hypothese, ux € [0, 1] donc ux # —2 donc on peut calculer f(uy) donc ug,; est bien défini.
De plus, 0 < ug < 1 et f est décroissante sur | — 2, +oo[ donc f(0) = f(ug) = f(1).
Orf(O):%g1etf(1):%>O,don60<uk+1<1.

Donc P(k + 1) est vraie.

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que‘Vn € N, u, est définiet 0 < u, <1|

UlZf(Uo):f(l):Eetuzzf(é)z Lo

+ 2

3]
Al

W=
wlN| =

Ainsi, u; < ug donc (u,) n’est pas croissante.
3_ 9 1 _ 1T ; L
Et ¢ = 57 et 3 = 57 donc uy > uy, donc (u,) n'est pas décroissante.

Donc | (u,,) n’est pas monotone |.

(a) Soit n dans N :

|Un+2 - un+1| - -
Up+1 + 2 Up, + 2

Uy, + 2 — (un+1 + 2)
(n + 2)(Ups1 +2)
1

1 1 ’

— X U, — U
2] Tumyy 2] U Yt

Or0<u,<ldonc0<2<u,+2<3, donc

1 1
D lungat+2] TS 27

Les nombres sont positifs donc |

1
+2| <3
De méme

1 1 1 11
unt2] X T2l S 2 X foar2 S 1

Et par produit avec |u, 11 — u,| (égal & |u,, — upy1]), on obtient | |u, 1o — tpiq1| < i [tnt1 — Uy

2

n"

(b) On note P(n) : |ups1 — uy| <
Initialisation : |u; — ug| = ‘% —1=2¢et 25 =45 =12
Donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.
2

3 x 4k°

On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire |ugq — ug| <
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.
D’apres la question précédente, |t o — uy1| < i |tugs1 — ugl.

1 1
Or, d’apres P(k), 1 U1 — uk|2< 1 X 3 Ak
On a donc |Uk+2 — 'LLk-+1| § W CQFD
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2
3 x4n |

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que|Vn € N, |u,11 — u,| <

5. (a) Soit P(n) la proposition usn11) < Uszy.
Initialisation : sy (o1) = u2 = 2 et usxo = ug =1 > £ donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.

On suppose que P (k) est vraie, c’est-a-dire ug(py1) < sk
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.

Par hypothese et avec la question 2., 0 < ug(py1) < ugg.

On applique f, décroissante sur | — 2, +oc|.

Alors f(uar1)) = f(uar), S0t Ug(ri1y41 = Ugkt1-

Toujours d’apres 2., les termes sont positifs donc peut appliquer encore f, et on obtient
f(uagegny1) < f(Uokgr) SOit Us(hri)+2 < Usgyo done Uity < Ug(py1). CQFD

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que Vn € N, ug(q1) < ugy.

Donc | (ug,) est décroissante |.

(b) Vn € N,0 < ug(nt1) < ug, donc en appliquant f, usnii1)+1 = Uani-

Donc | (ugn41) est croissante|.

6. D’apres 4.(b), Vn € N, — 25 < ugny1 — Uz < 5557
Or 4" = 16" et 16 > 1 donc par inverse lim ———— = 0.
n—+oo 3 X 42n
Donc d’apres le théoreme des gendarmes, lir+n Uop i1 — Ugy = 0.
n—-+0oo

Et (ug,) est décroissante et (ug,41) est croissante.

Donc | (ug,) et (ug,4+1) sont adjacentes |.
Donc d’apres les résultats sur les suites adjacentes, elles convergent vers la méme limite.

Et donc, puisque (usgy,) et (ug,41) convergent vers la méme limite, on peut affirmer que | (u,,) converge |.

7. o (u,.1) est extraite de (u,) donc ngrfoo Upyr = L.

1
. _ S o . _
o ngrfoo up, =L et £ >0 car (u,) est minorée par 0, donc 3101_% f(z) T
d iti li L L
onc par composition, lim = :
P P Tnetoou, +2 0 042
Or Vn € Nju,, 1 = ﬁ, donc par unicité de la limite, £ = 5, soit /(¢ + 2) = 1 donc

2+20—-1=0|
On résout 22 +2r —1=0: A =22 -4 x (—1) =8 = (2v/2)?
doncx1:’Z’Tmz—l—\/i<06tx2:—l+\/§>0.

Or on a vu que £ > 0, donc [ £ = —1 + /2|

Correction 2.

1. (@) Z?+ 4y +22—20—4dy+62+5=0<= (z— 1) -1+ (y—2)> -4+ (2+3)*-9+5=0
(-1 +(y—22%+(2+3)?=9

Donc | S est la sphere de centre (1,2, —3) et de rayon 3|.

(b) On note H le projeté orthogonal de €2 sur D.
* H € D donc ﬁ est colinéaire & @ donc il existe un réel \ tel que zﬁ = \U soit
T =A+3,yg =22 +6et zg =—1
* (QH) est perpendiculaire & D donc QOH. @ = 0 soit Wxg—1)4+2(yg —2)+0(zg +3) =0
donc xy + 2yg = 5.

Donc A +3 44X+ 12 =5 donc 5 = —10soit A = —2 et xyg =1,yg =2 et zyg = —1. /
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Alors, QH = /02 + 02 + 22 = 2. | La distance entre Q et D est 2].
Cette distance est plus petite que le rayon de la spheére.
Donc ‘la droite D coupe la sphére S en deux points |.

. . . . 3
2. (@) lim w= lm —207= oo
r1-2%) e 1-(3)
(b) Un = In(n) 3 =X In(n) 3"
n(FF—240) o EE =24
% lim & = 400 par croissances comparées
n—+o0o N

) 2\" 9
*x lim 1—() zlcar—1<g<1

n—-+00 e
. In(n) . , . In(n) 3
* lim = 0 par croissances comparées et donc par somme lim —24+—-—=-2
n—+oco n n—+oo n
Donc par produit et quotient,| lim v, = —oc|

n—-+o0o

2ikm

3. (a) 2 =2Ti <= 2% =3%"2 donc S = {3¢/s 775", k € [0,2]} = {3¢'F, 3¢, 3¢! T }

(b) L’équation est définie si et seulement si 1 +2 >0,z —1>0et x > 0.
Donc | D =]|1; 400l |.
2In(1+2z)+In(z — 1) =3In(z) <= In ((1 + 2)*(z — 1)) = In(2?)
— (1+z2)*(z—1)=2°
— (1+2z+2H)(x—1)=2°
= r+20°+13—1-2x— 22 =23
= rr-r-1=0

1-— 1
2\/5¢D ou == +2\/3

Onrésout : A=5 donc z= e D.

1+\/5}'

D p—
onc|S { 5

Correction 3.

1. On tire simultanément deux boules de la boite, donc chaque issue est une partie a deux éléments
de I’ensemble des boules de la boite. Il y a au total 3 + 2 + n soit n + 5 boules.

5
Le nombre de tirages de deux boules est donc (n ;— ) soit %

Donc | Card(§2) = WFE’)QM .

2. A est 'ensemble des parties a deux éléments de ’ensemble des boules rouges.
Sin=0oun=1, A= {} donc P(A) =0.

Sin>2ilya (Z’) issues favorables & 1’événement A, donc Card(A) = "(n;l).

De plus, les boules sont indiscernables donc on est dans une situation d’équiprobabilité.

. . @ B n(n—1)
onc P( )—(n+5)2(n+4)_ (n+5)(n+4) |

A est « au moins une des deux boules n’est pas rouge » |.

3. B est 'ensemble des parties a 2 éléments de 'ensemble des boules jaunes, il y a 3 boules jaunes

donc Card(B) = (2) = 3, donc |P(B) = m :

[I n’y a que deux boules vertes dans la boite, donc une seule issue favorable & C' donc | P(C') = m.

L’événement « obtenir deux boules de la méme couleur » est A U B U C et ces événements sont
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deux a deux incompatibles, donc :

P(« obtenir deux boules de la méme couleur ») = P(A)+P(B)+P(C) = ?&Zl))(:ﬁ;f = (nf;)?:i).

Or, pour n € N, dﬂg% >1=2(n*—n+8) > (n+5)(n+4)car (n+5)(n+4) >0et2>0
<=2n% —2n+16 > n?+9n + 20
—=n>—1ln—4>0

A= (=112 -4 x (—-4) =121 + 16 = 137

Donc ny = 4= */F et ng = 11+\/ﬁ

a=1>0 donc pour n > 0,1’ megahte est vérifiée pour n > ny.

Or 144 < 137 < 169 (et la racine carrée est croissante) donc 12 < V137 < 13, donc n étant entier,

n = ngy est équivalent a n > 11'5—13 soit n > 12.

Donc |a partir de 12 boules rouges, la probabilité que les deux boules piochées soient de méme
couleur est plus grande que %

Correction 4.

ik ik 2
1. VkE[[O,n—l]],wk:e% donc |wy — 1> = eI — ‘ _
= (emffw — 1) ( = 1) (car |z|* = 2z x 2)
2ikm —2ikm 2ikm —2ikm
= 2 — 2cos(%x) (car *n" x e=n" = 1)

n—1
Donc | S = Z <2— 2 cos <2k7r>> .

k=0 n

n—1 n—1 2]{71' n—1 2in\ k
2. AlorsS:22—2Zcos — | =2n — 2Re Z(en) )
k=0 =0\ n k=0
1— (emTﬂ) 1 . €2iﬂ—

n—1 2 k
Or Z (eT> = T — = 0.

k=0 1l—en 1—671

Donc .

Correction 5.

1 =4\ (u lupiq — 2u Upi1 — S u
_ 4 n+l ) n+1 2%n ) __ n+1 2%\ __ n+2 |
1. (a) AU, = <1 0 ) ( Up, > N <1un+1 +Oun> B ( Up+1 - \Ung1) Una

Donc ‘pour tout entier naturel n, U, = AU, ‘

(b) Pour tout entier naturel n, on note P(n) : U, = A"U,.
Initialisation : Pour n = 0, A° = I donc AU, = IU, = U, : I'égalité est vraie au rang 0.
Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.
On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire Uy = AkU.
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.
Par hypotheése de récurrence, U, = AFUj.
On multiplie cette égalité par A a gauche : AU, = AA*U, = A*1U,.
Or, d’apres la question précédente, AUy, = U1, donc Uy, = A¥1U,. CQFD

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que ‘ pour tout n € N, U,, = A"U |.
1 =1\ /1 2 Ix1—-1x2 1x2-21x%0 12
1 — (2
2. (a) AP = < 0)( ) <1><1+0><2 1><2—|—0><O> (1 2)

1 2 C(1x342x0 Ix1+2x1 12
2 0 T 2x240x0 2x1+0x1) 7 \1 2
Donc AP PT|.

O
N =
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(b) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, la proposition P(n) : A"P = PT"
est vraie.

Initialisation : Pourn = 0, A°P = [P = Pet PT° = PI = P donc I'égalité est vraie au rang 0.

Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.
On suppose que P (k) est vraie, c’est-a-dire A*P = PT*.
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.

Par hypothese de récurrence, A¥P = PT*.

Or AM1P — AAYP — A(ARP) donc ARH1P — A(PT")
— (AP)T*
= (PT)T* car AP = PT
_ PTH CQFD

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que ‘Vn eN, A"P = PT"|

3. (a) B=T-

0 1)\ (0 1 0 0
2
EtB_BXB_<O 0)<O O>_.

Alors Vk > 2, B¥ = B> x B¥2=0x B2 =0

(b) T =B+ 31 donc T" = (B + 31)™
Or Bx il =1BI =1Bet (31)B=1IB = 1B, donc (%I) et B commutent donc on peut
appliquer la formule du binéme de Newton pour n > 2 :
" (n 1 \"*
™ = B* <1)
()7 (s

1 n 1 n—1
:11(2) I”—l—nB<2> "1 40  carVk>2 BF =0

[

~

I
O NI
[=
N——
~~—
Ol
= O
N———

I
o O
O =

1 n
=—II+—BI
21TL + 2n71
= 27[ + 2:_13 et pour n = 1 cette formule est vraie aussi car 2! =2 et 271 = 1.
i n
Donc, pour tout n > 1, |T" = 2n 2"1_1
0o —
2n
4. (a) Soit Y = (Z) quelconque. On résout PX =Y :
PX=y | TTHW=0
2¢ = b

D’apres la ligne 2, x = g donc dans la ligne 1, 2y = a — % donc y = ta — %.

2
1
DonePX:Y<:>X:<10+2b>.

1
30— b

ik O
I N[ =

=

N~

Le systéme a donc une unique solution donc P est inversible et | P! = (

(b) AP = PT" donc A"PP~! = PT"P~! (multiplication par P! & droite).

1 n 1
- 0 _
Donc, comme PPl = I, A" = PT"P-1 — (; (2)> on 271171 ) 21
0 — - _Z
AL 2
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s A\

lycée Monge 2024-2025
1 n+1 0 1 n+1 1 n+1
n __ n n—1 o n n+1 - n+1
Donc A" = | 2" 25 2 2 %
2n—1 2n—1 2 4 2n—1 on on

donc

n+1 n
n __ n - n+1
A" = 2n 12—n
2n—1 on

u, est le coefficient du bas de U,,, donc le coefficient du bas de A"U, soit A™ (?)

1-— 4 1-— 3 1
Doncun:LXZ—f— nxl:—n n_ n
2n—1 n on on on
3 1
Pour tout n, u,, = 712:

Correction 6.
(a) Faux (b) Faux (c) Vrai
(a) Faux (b) Vrai (c) Faux
(a) Faux (b) Vrai (c) Faux (d) Faux

(d) Faux (e) Vrai

il y a plusieurs possibilités pour les majorants et minorants !

Gsin(z), z€]0,x]} | 2| 1|1 -1]-1]-1
{gj?—iv x 6]0,1[} 0| x|0] x| x| x
[6;47[U {2} U100, 4o00[ | x | x | x| 0 | 2 | 2
{1, nen} 111l o]x]o
{x+%, xG]O,—i—oo[} X[ x| x| 0] 2] 2
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