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CORRIGE DU DM N°21

Correction 1.
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Alors A" = (I+J)" et IJ = J et JI = J, donc on peut appliquer la formule du binéme de Newton :
A":Z<n kg,
o \F
0 0 0\ /0 0O 000 0 0 0\ /00O
OrJ?=10 0 1[{0 0 1|=[1 0 Of|etdoncJ?=J2J=|1 0 0[]0 O 1|=0;33.
1 00/ \1 0O 000 00 0/\1 0O

Ainsi, Vk 2 3, Jk = 0373.
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Donc pour n >2: A" = Z (Z)I’”_kf“
k=0

— 1InJ0 + n]nfljl + ”(”2_1) In72(]2
=[] +nlJ+ ™01 )2
= [ +nJ+ 2=l g2
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Et‘pournzl,A":Aetpourn:&A”:]‘.

Correction 2.

1. On note P(n) la proposition M" = (b(’; Z”)
10

by a 10

ag . - - . 0 __ _ o _ 0 0 o
Initialisation : M" =1 = (0 1) et bp =1 et ag = 0 donc (O b0> = (0 1).
Donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit k un entier naturel quelconque fixé.

On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire M* = (%’“ Z’“)
k

On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.

M*1 = M* x M donc en utilisant P(k), M+ = bear) (2]
0 b 0 2
2b, + 0a, by + Q(Zk)

_ (O e par définition de (a,) et (by)
0 brgr

Donc P(k + 1) est vraie.

- . . 7 bn n
Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que |Vn € N, M" = ( “ ) )
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2. (b,) est une suite géométrique de raison 2 donc Vn € N, b, = by x 2" = 9n |

Apy1 20, +2"  2a, 2" a, 1 1
on+l —  on+l T on+l + on+l ~ on ' 9 92

3. (a) VneN,¢,11 =

Donc | (¢,) est arithmétique de raison § |

(b) Donc Vn € Ny¢, =co+3n =%+ in=

N[

Donc a, = ¢, X 2" = 3n x 2" = pon-1 |

n n—1
4. Donc |Vn e N, M" = 2" m2
0 2"
1 1110
5. (a) (P|I) = 1 110 1)
1 1{1 0 . . .
> 0201 1 Lo+ Lo+ I, P est de rang 2 et de taille 2 donc inversible
1 1{1 0 1
T \o 1]l ;>L2<_2L2
1ot -1
'ZJ 0 1 % ;2>L1FL1—L2
1 _1
Donc | P! = <% 12>
2 2
. 1 _1 5 1 5,1 1 3 3 _1
(b) P14 =2 2(2 2)_(4 4 1 4)_(2 2
L) ) =
2 —= 1 1 S+5 5—5 2 1
-1 —[2 2 — (272 272 _ —
Done PAP (1 1)(-1 1) (1—1 1+1> (0 2) M.

Donc | P~LAP = M |
(c) On note P(n) I'égalité M™ = P~LA"P.

Initialisation : M° =17 et P'A°P = P~'[P = P7'P = [ donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.

On suppose que P (k) est vraie, c’est-a-dire M* = P~1A*P.

On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.

MY = MFEM, or par hypothese, M* = P71A*P, et d’aprés la question précédente,
M = P'AP.

Donc M1 = P71A*PP~1AP = P7'A*TAP = P7'A*AP = P71 AP CQFD.

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que |Vn € N, M™ = P~1A"P|.
(d) Donc PM™ = PP7'A"P = JA"P = A"P donc PM"P~! = A"PP~! = A"] = A",
1 1)\ (27 n2nt\ /L -1
Donc A" = 7 2
2

-1 1)\0 2 3
(2 m2ntyon ) (L —
T2t et 2n G 3
_ on-1 2 n+2 —%

Donc | A® = 271 2+% % .
2-3
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Correction 3.

1. On effectue p tirages avec remise donc chaque issue est un p-uplet d’éléments de [1,n].

‘Il y a donc n? issues possibles. ‘

2. A est donc 'ensemble des p-uplets d’éléments distincts de [1,n],
donc card(A) =n(n—1)...(n —p+1).
Or les boules sont identiques donc toutes les issues sont équiprobables.
Donc P(A) = card(A) _ nrn=D...(n-pF1) :
card(Q2) nP

n(n—l)...(n—p—i—l)'

3. B est le contraire de A donc P(B) =1—P(A) donc |P(B) =1 — .
n

Correction 4.

1. Chaque issue est une 4-liste d’éléments de [1, 6], donc Q = [1, 6]*.
Ainsi, Card(Q2) = 6.
On note S I'événement « avoir au moins un 6 », alors S est « ne pas avoir de 6 », autrement dit
« avoir un nombre entre 1 et 5 & chaque tirage », donc S = [1,5]* donc Card(S) = 5%.

Le dé est équilibré donc on est dans une situation d’équiprobabilité, donc P(S) = g—i donc

P(S)=1-5|

N

. (@) Chaque lancer de deux dés a pour issue un couple de deux nombres entiers entre 1 et 6,
autrement dit ’ensemble des issues pour un lancer de deux dés est [1,6]>.
On répete cette expérience 24 fois a la suite, les résultats pouvant étre identiques d’une fois
sur autre, donc les issues sont les 24-listes d’éléments de [1, 6]%.

Donc |2 = ([[1,6]]2)24 , et donc | Card(Q2) = (62)24 = 36%|.

(b) On note S, I'événement « obtenir au moins un double 6 », alors Sy est « ne pas obtenir de
24
double 6 », donc 5 = ([[1, 6]]2\{<6,6>}> .
Donc Card(S,) = 35%%.
3524

Les issues sont équiprobables donc comme en 1., on obtient | P(Sy) = 1 — 557 |

3. (a) from random import *

def lancers():
for k in range(4):
x=randint (1,6)
if x==6:
return 1
return O

s=0
for k in range(10000):
s=s+lancers()
s=s/10000
print(’la proportion de fois ou on a au moins un 6 sur les 4 lancers est’,s)

1-5%xx4/6%*4

Les deux résultats (théorique d’apres la question 1. et la simulation) sont proches.
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Historique : la comparaison des probabilités du 1. et du 2. est un probléme connu sous le nom
de probleme du Chevalier de Méré (17éme siécle). L’intérét vient du fait qu’une approche rapide
pourrait conclure que les deux événements ont la méme probabilité car la probabilité de faire 6 a
un lancer est 1, celle de faire un double 6 est % soit % X % donc on pourrait dire que si on fait
6 fois plus d’essais (24 = 4 x 6) on a autant de chances. Pourtant les observations concrétes
faites avec les dés donnaient un avantage a la 1ére situation. Ce probléme est un des problémes
fondateurs de la théorie des probabilités.

Correction 5.

1. (a)

(b)

(c)

2. (a)

(b)

On factorise 2X?2 — 3X — 2.

A= (=32 —4x2x(=2)=9+16=25=5 donc X; = 33 = —Let X, = 35 =2
Donc 2X% —3X —2=2(X + 1)(X - 2).

Donc 2sin?(z) — 3sin(z) — 2 = 0 <= 2(sin(z) + 3)(sin(z) —2) =0

<= sin(z) = —3 ou sin(z) = 2
Or sin(z) = 2 n’a pas de solution (la fonction sinus est bornée par —1 et 1).
Et sin(z) = —3 <= sin(z) = sin(—F)

< Jk€lx=—%+2knour=m+ %+ 2km
Done |8 = {2 + 2km, k € Z} U{Z + 2kn k€ Z}|

On factorise 2X2 —7X +6: A= (=7)? —4x2x6=49—48 = 1.
Donc X, = 2X2—§etX—%—2

Donc 2X? —7X +6 = 2(X — 3)(X —2).
Donc avec X = 22, on a :

204 — 7a? +6—2(x—§)(a: —2)—295—\[ :c—l—\/g(:c—\/ﬁ (z +/2)
—0 —2 —\g \/g V2 +00

x—\/> — = - 0 + +

x+\[ - - 0+ + s

- - - — 0 +

m—i—\/_ — 0 + + + +

— 72>+ 6 + o + 0 — 0 +
S Y R P

lz—2|>1l<=2—-2>1louz—2<—1
< zr>3oux<l donc | S =] — 00, 1[U]3, +00]|.

*20—5>0=2r>5=uc>3
* In(2z? — 1224+ %) > 0 <= 227 — 120+ 2T > 1 car €” = 1 et exp strictement croissante
<:> 207 — 12z + 2 >0

A=(-122—4x2x 2 —4—22doncx1 222 = Dep gy =122 =1
Eta:2>0,donc<<+0—0—|—».
Donc
z —00 g % +00
2x =5 — 0 + +
In(22? — 122 + ) + 0 - 0 4+
(20 —5)In(22? — 122 + ) - 0 - 0 +
1 1 2x+1-(z+3) —3x —2

43 —20+1 (z+3)(-20+1) (2+3)(—2z+1)
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Donc
x —00 -3 —% % +00
—3x —2 + + 0 - =
r+3 — 0 + + +
—2r+1 + + + 0 —
331? — _2i+1 — H + 0 B H +
(c) 3ze?* + z%e* = xe**(3 4 x)
Donc
x —00 -3 0 +00
x — — 0 +
e + + +
3+ — 0 + +
re’® + ple® + 0 — 0 +

3. (@) On cherche z sous forme z = a + ib.

a—-v=5 (1)
2ab = —12 (2)
De plus, |22| = |5 — 12i| et |2?| = a® + b% et |5 — 12i| = /52 + (—12)2 = /169 = 13.

Donc a® +0* =13 (3).

Avec (1) + (3) on a 2a*> =5 + 13 = 18 donc a®> = 9 donc a = 3 ou a = —3.

Pour a = 3 dans (2), 6b = —12 donc b = —2 et avec a = —3, —6b = —12 donc b = 2.

Donc |S = {3 — 24; =3+ 2i} |.

(b) On résout Z* = 16.

Or 16 = 24 donc Z4 = 16 <= Z = 2™ ou Z = 2¢'T ou Z = 2¢''T ou Z = 2¢''7
= J=2o0ul=2%ou/=—-20us=—-2.

Ainsi, avec Z =1+ z, on trouve | S = {1; =1 + 2i; —3; —1 — 2:} |

Alors 2% = 5—12i <= (a+ib)?* = 5—12i <= a*+2abi—b* = 5—12i <= {
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