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CORRIGE DU DM ~N°14
Correction 1.
1. P(2):22=3x2+1,0or22=4et 3 x2+1=7, donc P(2) n'est pas vraie.
Donc ‘P(n) n’est pas vraie pour tous les entiers naturels n ‘
2. ¢|P(0):10x0?-3x0+2< 0% et|P(1):10x12-3x1+2<13
e10x02-3x0+2=0-0+2=2c¢t 03:0<2d0nc‘73(0) est fausse |
e 10 x 102 =3 x 10 +2 = 1000 — 30 + 2 = 972 et 103 = 1000
Or 972 < 1000 donc ’79(10) est vraie ‘
3. ¢ [P(0):ug=4x3"—1]et|P(2):ug =4x32-1
e up=3et4x3"—1=4x 1—1:3donc‘73(0) est vraie‘.
e ug =3ug+2=3x3+2=11doncus =3 x11+2=235
Et4x3*—1=4x9—1=35.
Donc ’77(2) est vraie ‘
Correction 2.
1 1
1. Soit P(n) la proposition Z

2. On note P(n) la proposition v, =

e
< k(k+1) n+1

Initialisation : montrons que P(1) est vraie.

21: 1 111
Zg(k+1)  1(1+1) 1x2 2
1,1
1+1 2 2

Donc P(1) est vraie.

Hérédité : Soit k£ un entier naturel supérieur ou égal a 1 quelconque fixé.
k
1 1
On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire - =1-—
ppose que P (k) §£(€+1) k+1

On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.

k+1 k
1 1
D’ 1 6tés de 1 .
apres les propriétés de la somme, Zﬁ(ﬁ—l—l 42255—1-1 ESCESES)
Donc, en utilisant P(k), on a :
k+1 1 1
Z +
éﬁ—&— Ck+1 (k+1D((k+1)+1)
o (k+1)+1 n 1
N E+D((E+1)+1)  (E+1D(k+1+1)
—(k+1)—1+1
=1+
(k+1D)((k+1)+1)
14 —(k+1)
(k+1)((k+1)+1)
1
=1-— CQFD
CESIET
Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que |Vn € N* Zn:; 1
P e PEREP P d ' k(k+ 1) nt1|

32"
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Initialisation : montrons que P(0) est vraie : vg = = et —5 = —= = = donc vy = CQFD.

33 31 3 32"
Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.
On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire vy = 2
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.

Par définition de la suite, vg 1 = (vk)z.

1\? 12 1 1
Donc en utilisant I’hypothese de récurrence, on a vg11 = (32k> = (32k)2 = 72 = 271 CQFD

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que |Vn € N, v, =

1
32" |

Correction 3.
(1—v2)0 =146 x 15 x (—v2)1 + 15 x 1* x (=v/2)2 + 20 x 13 x (—v/2)3 + 15 x 12 x (—/2)*
+6 x 1 x (—v/2)% + (=v/2)8
=1—-6V2+15x2—-20x2V2+15x4—6x4v/2+38

= 99— 70[
31 31 n n n
Sl-é( ) Sg(n):ZQk—l—éLZk—I—Z(n—?))
k=8 k=8 =0 . k=0 k=0
%((31—8+1 x BE8 5 (31—8+1)) — 1220 g ) 3) x (R 1)
:%(12><39—5><24) =2t 1420 4 2n+n*—3n+n—3
=2x39-5x4 = ontl 13,24
=78 -20
= 58
— gk
_ kon—k
Sg(n)_?)”k;(g) OU S3(n)=(3-2) 2%2 3"
(2 n+1 _ 3n+1 2n+1
1= 0)
_2
3n+1 _32n+1
— n
=3 3n+l « 1
= 3n+1 o 2n+1
18 18
k+1
> In (Z) = (In(k+1)—1In(k))
k=1 k=1
18
- B Z In(k) avec le changement d’indice p =k + 1
k=1 kvadela18
19 18 donc p va de 2 4 19
= — Z In(k
p=2 k=1
18
=) In(p) +In(19) — Zln
k=2
= 1In(19)
4. Sim = p, alors p+ 1 > m donc Tl = 0, donc la formule est vraie.
p

1
Sinon, on sait que pour tout n de N, et tout k de [0, n], (n;— ) = (Z) + <k ﬁ 1).

m+1

On applique cette formule avec n = m et k = p+ 1 (m > p donc p+ 1 < m), alors 1
p
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(o) e () evane () = (520) - (0
w3 ()= ((70)- (7))

N N
SN e B ol (R
p+1 — \p+1 changement d’indice dans la premiére somme, n =m + 1
mva depa

_N+1 n _i\f: m doncnvadep+1laN+1
p+1 p+1

S o VY B e I PRV B o P

Correction 4.

1. On utilise la formule (u X v)' =« X v+ u x v'.

Alors y,,(7) = N(z)e® + A(x)e”

et y,(z) = (N'(2)e” + N (2)e”) + (N (2)e” + A(w)e®) = N'(x)e” + 2X (z)e” + A(z)e”.

Ainsi, y, solution de (E) <= Vz € R, (z)e” + 2N (x)e” + A(z)e” — N(z)e” = ze®
—Va e RN (z)e” + 2N (z)e” = xe”
—VreR N (z)+2N(z) =2 carVz eR, e* #0
<= X solution de (F)

On a donc bien I’équivalence recherchée.

On cherche une solution particuliere de (F') sous forme z(x) = ax + b.

z solution de (F) < Vx € R,2'(z) + 22(z) =z <= Vz € R,a + 2ax + 2b = x.

On cherche a et b tels que 2a = 1 et a + 2b = 0.

On trouve a = 3 et b= —1, donc |z — $2 — 1 est une solution de (F) |

On cherche donc A tel que N'(z) = 2z — 1. On peut prendre \(z) = 322 — 1z

Ainsi |ypy(z) = (%azg - %x) e” est une solution particuliere de (F) |
2. * Equation homogene H : ¢/ —y =0
équation caractéristique 2 — 1 = 0 les solutions sont 7 = 1 et 79 = —1.

Donc Sy = {x = Ae® + pe™%, (A, u) € R?}
* Solution particuliere : trouvée en 1.

Donc | S = {:U = Ae” + pe " + (%xg - %az) e’, (A ) € R2}

Correction 5.

1. ¢ w=0: alors ’équation est 3" = 0.
Alors y est constante : I\ € R,Vz € [0, 7],y (z) = A
Et donc 3 € R,Vz € [0, 7], y(x) = Az + p.
y(0) =0 <= p =0 et alors y(x) = A\x donc y(7) =0 <= A =0.
Donc la seule fonction solution du probléme est la fonction nulle.

e w <0 : I’équation caractéristique est r?> +w = 0 donc r; = /—w et 19 = —/—w.
Les solutions de ’équation différentielle sont les fonctions y : & — eV 9% 4+ pe™ V™92,
Si de plus y(0) = 0, alors A + = 0 donc A\ = —p.

Alors y(m) = A (e\mﬁ - 67@”) 3/4
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Or v/—w # 0 donc eV—wm #* e Vwm (car exp est injective), donc eV—wm _ g=Vwm % 0 donc A = 0.

Donc la seule fonction f possible est encore la fonction nulle.

2. Les racines de I’équation caractéristique sont r; = i\/w et ro = —iy/w.
Donc les solutions réelles sont y(z) = A cos(y/wz) + psin(y/wx) avec A et p dans R.
Alors y(0) = X et on veut y(0) = 0 donc A = 0.
Donc y(z) = psin(y/wz) donc y(m) = psin(y/wr).
Si sin(y/wm) # 0, alors u = 0 donc la seule solution sera la fonction nulle.
Or sin(y/wm) = 0 <= /w est entier.
w > 0 et la racine carrée est a valeurs positives, donc /w est entier si et seulement si il existe
n € N*, \/w = n c’est-a-dire w = n?.

L’équation différentielle avec conditions initiales a une solution non nulle si et seulement si w = n?

avec n € N*,

Correction 6.

1. e injectivité : £(0) = e =1 et f(27) = 2™ = cos(27) + isin(27) = 1.
Donc ’ f n’est pas injective ‘

e surjectivité : soit z € U, alors |z| = 1 et en notant § un argument de z, on a z = ¢ donc f(#) = z
donc z a bien un antécédent par f.
Donc ’ f est surjective ‘

2. e injectivité : g(0) =¥ =1 et g(2mi) = €?™ = cos(27) + isin(27) = 1.
Donc 1 a (au moins) deux antécédents, donc ’g n’est pas injective ‘

e surjectivité : soit Z € C\{0}, on lui cherche un antécédent.
On note p le module de Z, et Z étant non nul, il a un argument que ’on peut noter 6 et ainsi Z = pe'?
Z # 0 donc p > 0, ainsi, g(In(p) + i) = P+ — n(p) it — peit — 7.
Donc In(p) + 6 est un antécédent de Z par g.

Donc ’ f est surjective ‘

Correction 7.

1. Emballer les 10 cadeaux revient a choisir 10 fois une couleur d’emballage, dans 'ordre des cadeaux. Une
couleur peut étre utilisée pour plusieurs cadeaux.
Déterminer les couleurs des paquets revient donc a former une 10-liste d’éléments de I’ensemble {rouge, vert, blanc,

Cela fait donc ‘410 choix possibles |.

2. Emballer les cadeaux sans utiliser le papier rouge se fait de 3'° facons différentes.

Donc ‘il y a 410 — 310 résultats possibles avec au moins un cadeau emballé en rouge ‘

3. (@) Pour choisir les couleurs, il faut piocher successivement (dans l'ordre des lettres) 4 feutres sans
remise car les lettres doivent étre de couleur différente.
Chaque facon de colorier correspond donc & un 4-uplet d’éléments distincts de I’ensemble des feutres.
Il y a donc ‘9 X 8 X 7 x 6 fagons de colorier les lettres ‘

(b) Pour faire une photo, il faut que les 4 lutins se rangent dans un ordre donné.
Chaque photo correspondra donc & une permutation des 4 lutins.
Il y a 4! permutations possibles pour un ensemble & 4 éléments, et 4! = 24.
Donc ‘les lutins vont prendre 24 photos |.
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