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CORRIGE DU DM N°14

Correction 1.
1. P(2):22=3x2+4+1,0or22 =4 et 3 x2+1=7, donc P(2) n’est pas vraie.
Donc | P(n) n’est pas vraie pour tous les entiers naturels n |.

2. ¢[P(0):10x0*—3x0+2< 0 et |P(1):10x12 =3 x14+2< 13|,

e 10x02—3x0+2=0—-0+2=2et 03=0< 2 donc|P(0) est fausse|.

e 10 x 102 =3 x 10 + 2 = 1000 — 30 + 2 = 972 et 10° = 1000
Or 972 < 1000 donc | P(10) est vraie |.

3. ¢ | P(0):ug=4x3"—1|et|P(2):ug=4x32—1

e upy=3et4x3"—-1=4x1-1=23donc|P(0) est vraie|.

e U =3uyg+2=3x3+2=11doncuy; =3 x11+2=235
Et4x3*—-1=4x9—-1=35.
Donc |P(2) est vraie|.

Correction 2.

1. Soit P(n) la proposition kz::l k:(k:1+1) =1- n—li—l
Initialisation : montrons que P(1) est vraie.
L1 1 1 1
,;k(kﬂ) T L1+l Ix2 2
P S
1+1 2 2

Donc P(1) est vraie.

Hérédité : Soit £ un entier naturel supérieur ou égal a 1 quelconque fixé.

k
1 1
On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire ;::1 m =1- PESE
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.
k1 g k 1 1
D’apres les propriétés de la somme, — = + .
P prop ;E(E+1) Zzzlz(um (k+D)(k+1+1)

Dong, en utilisant P(k), on a :

kf Lo 1
=00+ 1) 0 k+1 0 (k+1)((k+1)+1)
N e Vs S 1
Gk+1)((k+D)+1)  (k+Dk+1+1)
. —(k+1)—1+1
B (k+1)((k+1)+1)
14 —(k+1)
R+ D((k+1D)+ 1)
1
=l Grota CQrb

n

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que | Vn € N*, Z

= k(k+1)

n+1]
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1
2. On note P(n) la proposition v, = T
Initialisation : . 1 1 1 1 4 1
nitialisation : montrons que P(0) est vraie : vy = 3 et 30 = 51 — 3 donc v = o5 CQFD.
Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.
1
On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire vy = e
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.
Par définition de la suite, vy = (vk)2.
1\?2 12 1
Donc en utilisant I'hypothese de récurrence, on a vy 1 = <32k> = (372 = 32 = 32k+1 CQFD
1
Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que |Vn € N,v,, = 327 |

Correction 3.

(1 =25 =146 x1°x (—v2)' + 15 x 1* x (=v2)2 4+ 20 x 13 x (=v/2)3 + 15 x 12 x (—/2)*
16 X 1 X (—v/2)5 4 (—/2)8
=1-6v24+15x2—-20x2v24+15x4—6x4v/2+38

= 99 — 702
31 31
2. 51:é<2k—25> Z2k+42k—|—2n—
k=8 =
%((31—8+1)x%—5x(31—8+1)) :1 2n+1+4 n(n+1)+(n_3)x(n+1)
=1(12x 39— 5 x 24) gl _ 1+2n2+2n+n*—3n+n—3
=2x39—-5x4 :2n+1+3n2_4
=178 —20
= 58
= 2 F kon—k
k=0
9 n+1 _3n+1 2n+1
:3n1—(§>
1_,
3n+1 2n+1
— 3n+1_2n+1
18 L1 18
3. Zm( Z ):Z(ln(kJrl)—ln(k;))
k=1
18
- Z In(k +1) — Z In(k) avec le changement d’indice p =k + 1
k=1 k=1 kvadelal8

donc p va de 2 a 19

= Z In(p) — Z In(k)
= Z In(p) + In(19) Z In(k

= In(19)
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Correction 4.

1. On utilise la formule (u X v)' =u X v+ u x V.

Alors y,(x) = N(z)e” 4+ A(z)e”

et g/ () = (N (2)e* + N(2)e) + V()" + A2)e?) = M (2)e? + 2N (2)e® + A(z)e”

Ainsi, y, solution de (E) <= Vz € R, N'(z)e” + 2N (z)e” + A(x)e” — A\(x)e” = ze”
Ve e R N (x)e” + 2N (x )e = ze®
Ve eR N (x)+2N(x) =z carVr eR, e* #0
<= )\ solution de (F')

On a donc bien I’équivalence recherchée.

On cherche une solution particuliere de (F) sous forme z(z) = ax + b.

z solution de (F) <= Vz € R,2/'(z) + 22(z) =2 <= Vz € R,a + 2ax + 2b = z.

On cherche a et b tels que 2a =1 et a + 2b = 0.

On trouve a = 1 et b= —1, donc |z — 1z — 1 est une solution de (F)|
On cherche donc \ tel que X (x) = %x — i. On peut prendre A(z) = ixQ — ix.
Ainsi |y,(z) = (ixz — %x) e’ est une solution particuliere de (F) |

2. * Equation homogene H : v’ —y =0
équation caractéristique 72 — 1 = 0 les solutions sont 7 = 1 et ry = —1.
Donc Sy = {z +— Xe® + pe ™, (\, n) € R?}
* Solution particuliere : trouvée en 1.

Donc |S = {a: = Ae” + pe " + (iﬁ — ia:) e’ (\u) € R2}

Correction 7.

1. Emballer les 10 cadeaux revient a choisir 10 fois une couleur d’emballage, dans I'ordre des cadeaux.
Une couleur peut étre utilisée pour plusieurs cadeaux.
Déterminer les couleurs des paquets revient donc a former une 10-liste d’éléments de ’ensemble
{rouge, vert, blanc, jaune}.

Cela fait donc |4!° choix possibles|.

2. Emballer les cadeaux sans utiliser le papier rouge se fait de 3'° facons différentes.

Donc |il y a 4% — 319 résultats possibles avec au moins un cadeau emballé en rouge|.

3. (a) Pour choisir les couleurs, il faut piocher successivement (dans l'ordre des lettres) 4 feutres
sans remise car les lettres doivent étre de couleur différente.
Chaque facon de colorier correspond donc a un 4-uplet d’éléments distincts de 1’ensemble
des feutres.
Il y a donc ‘9 X 8 X 7 x 6 fagons de colorier les lettres ‘

(b) Pour faire une photo, il faut que les 4 lutins se rangent dans un ordre donné.
Chaque photo correspondra donc a une permutation des 4 lutins.
Il y a 4! permutations possibles pour un ensemble a 4 éléments, et 4! = 24.
Donc ‘les lutins vont prendre 24 photos |.
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