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COMPARAISON DES SUITES NUMERIQUES.

La comparaison asymptotique consiste en I'étude de la vitesse de croissance d'une suite en la comparant a une
suite plus simple, en général une suite de référence que I'on connaft, par exemple polynéme, inverse, exponentielle,
logarithme ... ou des sommes ou produits de telles suites.

Cette comparaison asymptotique se fait suivant des regles précises, et des notations ont été introduites pour
faciliter la rédaction, ce sont les notations de Landau : 0,0 et ~.

(Edmund Landau est un mathématicien allemand, 1877-1938)

l. Relations de comparaison

Q)
Q)
<)

Définition.

Soient u et v des suites, on suppose que v ne s’annule pas a partir d’un certain rang.

e La suite (uy,) est dominée par (vy,) si la suite (%—2)

est bornée.
On note u, = O(vy,) : «uy est un grand O de (vy) ».

e La suite (uy) est négligeable devant (v, ) lorsque la suite (Z—:) converge vers 0.
On note u, = o(v,) : « uy, est un petit o de (vy,) ».

e Les suites (uy,) et (v,) sont équivalentes si la suite (7;—:) converge vers 1.

On note uy, ~ vy, 1 « (up) est équivalente a (vy,) ».

Exemples : les suites ci-dessous sont définies pour n > 1.

o up=n>+3n—2et v, =n’:

e u, =sin(n) et v, = n3 :

o u,=2n+4etv,=n:

Propriété.
e Soient (uy) et (vy,) deux suites qui ne s’annulent pas a partir d’un certain rang :

Up ~ Uy <= Up — Uy = 0(Vy) @
Yn = 0(xn) <= Ty + Yn ~ Ty, @

e Avec £ € R* : lim w, =0 < u, ~ /.

n——+o0o

Démonstration :
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Remarque : si (u,) et (v,) ne s’annulent pas a partir d’un certain rang, alors c’est la méme chose de dire
Up, ~ Vp, OU Uy, ~ Up,.

Propriété.
On suppose que Uy, ~ y,.
* si (uy) converge vers ¢, alors (v,) converge vers ¢ ;

* si lim u, =400 (ou —o0), alors (v,) a la méme limite
n—+o0o

* si (uy) n’a pas de limite, (v,) n’en a pas non plus.
En résumé : deux suites équivalentes ont le méme comportement lorsque n — —+o0.

: @’_ Pour déterminer une limite, on peut d’abord trouver un équivalent avec une suite dont on connait la limite.

Propriété.
’ Si u, ~ vy, alors a partir d’un certain rang, u, et v, ont méme signe.

En effet,

Il. Comparaisons usuelles

Propriété : puissances, polynomes.
e Pour tous réels a et 3 tels que a < 8 : n® = o(n?).
> @’_ e Un polynome est équivalent a son terme de plus haut degré.

Exemples :
o 5n®> —3n+4~

Théoreme des croissances comparées.
Soient « et [ des réels strictement positifs, et v un réel strictement positif.

Alors (In(n))* =o0(nf) et nf=o0(eM) et (In(n))®=o(eM™).

:@’_ Remarque importante : 7" = (e7)" et ¢ > 1 (car v > 0)

donc les deux derniéres relations s’écrivent aussi : |avec ¢ > 1 : n® = 0(¢") et (In(n))® = o (¢") |

Exemples :

Application : donner un équivalent de 2" + (In(n))° .

Théoreme : équivalents des fonctions usuelles.
Soit (uy,) une suite qui converge vers 0.
Alors : e'n —1~u, In(1+ up) ~ up (1 + up)® ~ auy,

(un)?
2

sin(up) ~ up tan(up,) ~ up, cos(uy) — 1~ —
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Exemples :
e sin (%) ~

1
o cln(n) — 1 ~

. ln(l—&—%) ~

I1l. Manipulation des relations de comparaison

Propriété.

e transitivité :

Soient u, v et w des suites non nulles a partir d’un certain rang :
e symétrie de ~ : si u, ~ v,, alors v, ~ u,.

* Si Uy ~ Uy et v, ~ Wy, alors u, ~ wy, ;
* sl u, = o(vy,) et vy, = o(wy,), alors u, = o(wy,) ;
* si up, = O(vy) et v, = O(wy,), alors u, = O(wy,).

Propriété.

Si up, = o(vy), alors pour tous réels a et 5 non nuls, au, = o(Svy,). @)
Si u, ~ vy, alors pour tout réel o non nul, au, ~ av,.

Exemples :
e n? = o(n3) donc

(d’apres @)

e n3+2~ndoncdn®+8~ ...

Propriété : produit, quotient, puissances d’équivalents.

. Up ~ Un
e Si , ;alors u, X ul, ~ v, X0, et o~
ul, ~ v

n

Un Un

at
U, vy,

n

e On suppose u, > 0 a partir d’'un certain rang, et soit & un nombre réel.
Alors : up, ~ v, = ufy ~ v (en particulier u, ~ v, = /U ~ \/Un)

Exemples :
n3—3n2—|—11n—17

[ ] .
An® —2n3 +3n—4

. (3n —4)(—n? +2n — 2) N

On peut retenir (et utiliser) :

une fraction rationnelle est équivalente au quotient des termes de plus
haut degré du numérateur et du dénominateur.

1In+3
_ _n2 _
done lim (B3n —4)(—n® +2n —2)
n——+o0 11n+3
n? —In(n) 2
3n3+3n+3
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4

4

2n—1

Attention : on ne fait pas la « somme » d’équivalents : par exemple, u, =n® + L et v, = —n3 4 2151

Si on est bloqué par une somme, on revient a la définition de ’équivalent avec le quotient et on se ramene
a une somme de limites (voir IV. 1. (z,) et 2.).

En revanche :

Propriété.

Si uy, = o(wy) et v, = o(wy,), alors u, + v, = o(wy,). ®
Si A € R*, et u,, = o(vy,), alors Au, = o(vy,).
Si { Un ™ot v, = o(v)), alors up, = o(u,). @

ul, ~ v,

n+1

Attention : on ne compose pas des équivalents : n 4+ 1 ~ n pourtant e n’est pas équivalent a e”.

En effet,

1V. Exercices

1. Déterminer des équivalents des suites et en déduire leurs limites :

on 31 a1 1)2 3 1 1
:% vy = cos(L) — e ; w, = VTV WRES) zn=1“(“)+

" 2ny/n +5 n2+1
2. Déterminer un équivalent de vn2 +n + vn2 + 1.
En déduire un équivalent puis la limite de vn2 +n — vn2 + 1.

Un
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