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TSI 2.1 Iycée Monge 2024-2025

Nombres complexes 1 - Cours

GENERALITES.

On rappelle que ¢ désigne un nombre tel que H

Ce nombre n’est pas un nombre réel, car I'équation 22> = —1 n’a pas de solution réelle. Cela explique la

notation ¢ comme « imaginaire ».

La premiére apparition d'une «racine carrée de nombre négatif» semble se situer au 16éme siécle, dans les
travaux de Cardan (1501-1576). Bien que ces nombres soient impossibles a concevoir dans I'univers réel, il était
possible de les manipuler dans des calculs, sans aucune contradiction avec les régles usuelles. C'est Descartes
(1596 - 1650) qui leur donne leur appellation d’« imaginaires» en 1637. Aprés plusieurs siécles de manipulation de
I'écriture inconfortable « /—1», Euler introduit finalement la notation «i», popularisée par Gauss (1777 - 1855).
Au 19éme siecle, Fresnel (1788 - 1827) et Kennelly (1861 - 1939) montrent I'utilité des nombres complexes pour
résoudre des problémes de physique (optique, électricité).

I. Nombres complexes : forme algébrique

/N

Définition.
Un nombre complexe est un nombre z qui s’écrit sous la forme z = a + ib avec a et b dans R.
C est I’ensemble de tous les nombres complexes que ’on peut former lorsque a et b décrivent R :

C={a+ib, acRetbecR}

Théoréeme.
Pour tous a et b de R, et tous a’ et b’ de R :

!/

a+ib=a +ib siet seulement si { ng,

Autrement dit, pour tout nombre complexe z, le couple de réels (a, b) tel que z = a+ib est unique, on peut
donc donner la définition suivante :
Définition.
Dans lécriture z = a + ib, a est appelée la partie réelle, on note a = Re (2)
b est la partie imaginaire : b =Im (z).
La forme z = a + ib est la forme algébrique.

Cas particuliers :

* sia=0et b0, alors z = ib et il est qualifié d’imaginaire pur : 'ensemble des nombres imaginaires
purs se note parfois ¢RR.

* si b =0, alors le nombre est réel (par exemple : 7+ 0i = 7), ainsi R C C.

1) Calculs avec les nombres complexes

Les opérations sur les nombres réels (addition, soustraction, multiplication, division par un nombre
non nul) restent valables dans C, avec les mémes propriétés de priorité, commutativité, associativité et
distributivité que dans R. La regle du produit nul reste également valable.

Le résultat d’une de ces opérations peut toujours se mettre sous forme algébrique a + ib.

Par exemple, 3 —2i+5+12i= ........... et (3—20)(5+12)) = ... ...

Notation : attention, lors de I'utilisation en physique, on note parfois j au lieu de i (pour éviter la confusion

3

avec U'intensité). Mais en maths, j = —% +i73, ce nombre particulier est solution de I’équation z2+2z+1 = 0.

B el et 1 oo
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2) Plan complexe

On munit le plan P d’un repére orthonormé R = (O; W, 7).

a. Points.
Définition.
A tout nombre complexe z sous forme algébrique z = a + ib, on associe le point M de coordonnées
(a,b) dans R.
Réciproquement, a tout point M (a,b) du plan, on associe le nombre complexe z = a + ib.
) On dit que M est le point image de z dans le plan, et est noté M(z) et z est 'affize du point M.
A
b=Im(z)} ... . . M (2)
v ;
O| v a = Re(z)
Remarques :

e Un plan ou l'on représente des nombres complexes est appelé plan compleze.
e Pour z€C: z€Rssignifie ...t
et z € iR signifie ........ ... L.

e si z4 et zp sont les affixes des points A et B, alors l'affixe du milieu du segment [AB] est .. ..

b. Vecteurs.

On peut aussi associer un nombre complexe & un vecteur : z = a + ib correspond au vecteur ad +b.
Alors :

e Le vecteur ﬁ a pour affixe zp — 24 (avec z4 et zp les affixes respectives des points A et B).

e Si v_f et @ sont deux vecteurs d’affixes z; et 25 :

* )\v_>1 aura pour affixe A\zq;
* v_1> + v_2> aura pour affixe z1 + zo;
x 07 et U3 sont colindaires si et seulement si il existe A dans R tel que z1 = Azg OU 29 = Az1.

Exemple : les points A(—2 + 4i), B(2 + 2i) et C(4 + @) sont-ils alignés 7

3) Nombre complexe conjugué

Définition.
On appelle conjugué d’un nombre complexe z = a +ib le nombre complexe noté z (« z barre ») défini
par Z = a — ib.

Dans le plan complexe, les images de z et Z sont symétriques par rapport a ’axe des abscisses.
Exemples : 2z =3+ 4 z2:—2+% z3 =51 — 11 2 =m— 2

1= Z2 = z3 = 4 =

21+ z3 = 21 X 29 =

G
X
&
I
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Propriété.
Soient z et 2’ deux nombres complexes, et n € N, alors :

= — ) _ . T o — . Th— / )\
Z)=... ; z+2Z=....... ozxZ = ... ;2= ... et pour z 750,</>— .....

D) Remarque : 2 + 2/ = Z + 2/ Peut S€ diTe « .. ..ottt

Propriété.
’ Soit z = a + b, alors z X Z = a? + b2.

Ay
-
.|@_
~
/N

En effet,
Ny C2-3
_‘@’_ Application : pour mettre un quotient sous Exemple : 112
- forme algébrique, on multiplie le numérateur
et le dénominateur par le conjugué du
i . z zz!
dénominateur : — = —
z 22!
Propriété.
Soit z € C : z+Z =2Re(z2) z—Zz=2ilm (z)
Re(z) = 22 Im (2) = %57
z € R si et seulement si z =% et z € iR si et seulement si z = —Z.

N
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En effet,

Il. Nombres complexes : forme exponentielle

1) Module

Définition.
’ Soit z = a + b, on appelle module de z et on note |z| le nombre réel Va2 + b2.

Exemple : ‘%—z‘ =...

Interprétation géométrique : le module d’'un nombre

complexe z est la distance entre O et le point M d’affixe A
ZM . ’ZM| =0OM.

De méme, |zps — 24| est la distance entre A et M. Si z est
I'affixe d’un vecteur 7, alors le module de z est la norme :
du vecteur image : |z| = ||| 0 3/7
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Propriété.

Soient z et 2’ deux nombres complexes, et n € N, alors :
o |z| =0 est équivalent & z = 0.
o |2?=2z ; [z]=|-z]=|

=12 |2| 5 |27 =2 etsiz £0, ]3] =2

e (opérations) |zz o

e (inégalité triangulaire) |z + 2| < |2] 4+ |7/]

lllustration de I'inégalité triangulaire : on note U et U les
vecteurs d’affixes respectives z et 2/. B
z+ 2 est Vaffixe de W + 0.

- * 7+

« Le plus court chemin de A vers B est la ligne droite. »

2) Nombres complexes de module 1

Définition.
’ On note U I’ensemble des nombres complexes de module 1.

Dans le plan complexe, U est 'ensemble des points du cercle de centre O et de rayon 1, c’est-a-dire le
cercle trigonométrique.

A

Soit M € U, pour repérer M, il suffit d’avoir I'angle 6.
On appelle z laffixe de M, alors z = ........... .

0 est une mesure de ’angle orienté (, OM )

> On dit que 0 est un argument de z, noté arg(z).
Et tous les nombres 6 4+ 2kw, avec k € Z sont aussi des
mesures de cet angle. Ainsi, 6 est défini a 27 pres.

En particulier E et €™ = —1|et|e "2 = —i|.

Définition.
Soit # dans R. On note | e? = cos(#) + isin(6) |
Ce nombre complexe est appelé exponentielle de if.

Ainsi, | U = {e, § € R} |

Exemples : donner la forme algébrique de e T et €'6.

Théoreme : relation fondamentale de I'’exponentielle complexe.
Pour tous acet B de R:  el@eih = ¢ilath)

Démonstration avec les formules de trigonométrie. Ce théoreme est admis ici.

Propriété.
Pour tous réels 0, 8 et tout entier naturel n :
i0
oleit| =1 . G L€ e
7 ol i
61’6 + e—i@ 6i9 _ e—i@
e (formules d’Euler) cos(0) = — et sin(0) = —
i

o (formule de Moivre) (e)" =™ soit (cos(f) +isin(0))" = cos(nf) + isin(nd)
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e e R .
Exemple : z = ————, simplifier I'écriture.
(2
e

INE

(ME]
X

S|

/N

3) Argument et forme exponentielle

Soit z un nombre complexe non nul, on note p = |z|, alors p # 0 et % est de module 1, en effet, ...........
Donc il existe 6 dans R tel que % = €' soit z = pe'.
On en déduit le théoréme suivant :
Théoréeme.
Tout nombre complexe z non nul peut s’écrire sous la forme
z = pe'? avec p>0et € R

p est unique, c’est le module de z
0 est unique a 27 pres, il est appelé argument de z, noté arg z.

Définition. ‘
’ L’écriture z = pe'? avec p > 0 est la forme exponentielle de z.

@ Remarque : argument est donné a 27 pres, et pour le signifier, on notera [27] a la fin d’une égalité avec
des arguments (« modulo 27 »).

Par exemple, si 2 =3+ 3i, arg(z) = ........... .

On parlera d’argument principal lorsque la mesure de l’angle sera donnée dans | — 7, 7]. Cet argument
principal est, lui, unique pour un nombre complexe donné.

Interprétation géométrique :

Remarque : pour un point M du plan, d’affixe z non nulle avec p = |z| et 0 = arg(z) [27] : (p,0) est le
couple de coordonnées polaires de M.

Méthode pour les changements de forme entre z = a + ib et z = pe? :
a=....

b=...

— Obtenir la forme algébrique :

Ay
-
LSOR
~
AN

— Obtenir la forme exponentielle :

@ Attention : une forme pe'? n’est une forme exponentielle que si p > 0 !l

s . s . ; ;T
Exemples : x écrire les formes algébriques de z1 = 3¢'™ et 29 = 4€'3
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* écrire les formes exponentielles de z5 =1 — 14, 24 = —1 + \/3i et 25 = —26'%

Remarque : pour trouver , on peut aussi remarquer que tan(f) = 2.

La fonction arctan permet de donner une valeur d’un angle a partir de sa tangente, mais le résultat est

toujours entre —3 et 7, on obtient donc I'angle & 7 pres.
A

Alors, lorsque I'on sait que 6 €] — 7, 5[ c’est-a-dire a > 0, on peut

utiliser la formule 6 = arctan (g) [27].

(si 0 €]Z,22[, alors il faut ajuster : 6 = 7 + arctan (2) [27] )

Propriété.
Soient z et 2’ deux complexes non nuls, alors :
arg(z) = ........... si et seulement si z € R et arg(z)= ........... si et seulement si z € iR
arg(z) = .....
arg(zz') = ... ;o arg (%) = poarg(E) = oo
Et pour n € Z, arg (2") = ................. .

Attention : arg(z) = L arg(2") [2%} en particulier, arg(z) = 3 arg(z?) [n].

Remarque : ces regles de calcul sur Pargument et celles sur le module (ou directement sur I’exponentielle
complexe) permettent dans certains cas d’obtenir la forme exponentielle d’'un complexe sans passer par la

—14/3i

1—1

forme algébrique.

Par exemple, z =

Remarque : arg (z X ei9> = arg(z) + 0 [27] et ‘z x e = |z|.

Donc le point d’affixe z x e est obtenu par rotation de centre O
et d’angle 6 du point M (z).
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I1l. Fonction exponentielle complexe

Définition.
Soit z = a + ¢b un nombre complexe en notation algébrique.
On définit 1’exponentielle complexe de z par e* = e%e™® (on note aussi exp(z)).

Alors |e*| = ........... ; Arg(e®) = ... et Re(e®)= ........... ; Im (e%) =

. . /
Ainsi, |e® = €7

si et seulement si Re (z) = Re(2') et Im (2) = Im (2’) [27] |

Méthode : pour résoudre une équation e = a, on commence par mettre a sous forme exponentielle, puis :
e* = a <= eR°(®) = |a] et Im (2) = Arg (2) [27]
<= Re(z) =In(|a]) et Im (z) = Arg(z) [27]

Et les regles de calcul habituelles de ’exponentielle fonctionnent aussi avec ’exponentielle complexe, no-
tamment e*t% = eZe?’

Exercice : résoudre e = 2/3 + 2i.
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