TSI 2.1 Iycée Monge 2024-2025 Fonctions 11 - Cours

DEVELOPPEMENTS LIMITES

Rappel : u(z) = o(v(x)) signifie :

r—ra

L’objectif est d’approcher une fonction f par un polynoéme P
localement autour d’une abscisse a, et de mesurer la qualité de
I’approximation.

. Définition, existence et unicité

Définition.
On dit que f admet un développement limité d’ordre n en a si il existe des constantes cg, ¢1 ...cp
et une fonction e définie au voisinage de a telles que :

f(@)=cot+alz—a)+ez—a)®+...4+cp(z—a)"+ (z — a)"e(x) avec lim &(z) = 0.

Ou encore f(x) =, 0+ ci(z —a)+eca(r—a)+...+ecu(r—a)” + 0((:1: - a)").
r—a
e Le polyndme co+ci(v—a)+co(r—a)?+.. .4cp(z—a)™ est appelé partie réguliére du développement
limité.
e Le terme (z — a)"c(x) est appelé le reste d’ordre n.

Notation : on pourra noter DL pour « développement limité ».

Remarques : e la notation 0((.10 - a)”) est justifibe car ... .. ... .

Remarque importante : on peut ramener tout développement limité & 0 en posant h = x — a, alors le
développement limité de f en a s’écrit : f(a + h) o €0 + c1h + eah? + ...+ cyh™ + o(h™).
—

1) Premiers exemples
e développement limité & 'ordre 2 de -~ en 0 : 1= = 1+ 2+ 2% + o(z?).

T—r

En effet :

o e = T4 40(x) est le oo

z—0

En effet,
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2) Forme normalisée

Dans un développement limité, si les premiers coefficients sont nuls, on peut changer la forme.

Par exemple si le développement limité de f en a est f(a + h) o cph? + cpp1hPTE + Lo+ e k™ + o(R™),
_)

alors on note f(a+ h) = h? (cp +cppih+ ...+ kP + o(hm_p)>,

que Pon peut renuméroter : f(a + h) = h?(ag + arh + ... + a,h”™ + o(h™)) : c’est la forme normalisée du

développement limité.

3) Existence et unicité

Propriété.
Lorsque f admet un développement limité d’ordre n en a, les coefficients ¢y, c1, ..., ¢, sont déterminés
de manieére unique.

Conséquence : |Si f admet un DL a 'ordre n en O :
* si f est paire, alors les coefficients des puissances impaires son nuls ;
* si f est impaire, alors les coefficients des puissances paires sont nuls.

En effet, on note f(z) = co + 1@ + 22 + ... + cpa™ + 3"(z), avec lirr%) e(z) =0.
d

Alors f(—z) =...

e si f est impaire,

Théoreme : formule de Taylor-Young.

Si f est de classe C™ sur un intervalle contenant a alors f admet un DL & 'ordre n en a donné par la
formule :
"(a () (g
f@) =, o)+ F@@—a)+ @ T oy o - a)
Ou alors f(z) = ];). .

Remarque : f est continue en a si et seulement si elle admet en a un DL a I'ordre 0.
f est dérivable en a si et seulement si elle admet en a un DL a l'ordre 1.

On en déduit une premiere liste de DL en 0 pour les fonctions de référence :

.ex.

e cos(x) :
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e sin(z) :

o (1+a2):

Il. Opérations sur les développements limités

1) Troncature

Si p < n alors en 0, « h™ tend plus vite vers 0 que h? »: autrement dit, un DL a ordre p est moins précis
qu'un DL a l'ordre n.

Propriété.
Si f admet en @ un DL & l'ordre n, alors pour tout p < n, f admet en @ un DL a l'ordre p, obtenu
par troncature, c’est-a-dire en supprimant tous les termes dont le degré est supérieur a p.

Exemple : si f(z) = co+ci(z—a)+c(r - a)? +c3(z —a)® + o((x — a)?),
alors f(z) S0t c1(x —a) + ca(x — a)? + o((z — a)?).
En effet, c3(x — a)® + o((z — a)3) = o((z — a)?).

T—ra

2) Combinaison linéaire et produit

Dans cette partie, on suppose que f et g admettent en a des DL au méme ordre n, et on note Py (respec-
tivement P,) la partie réguliere du développement limité de f (respectivement g).

e Somme : ‘f + g admet un DL a l'ordre n et sa partie réguliere est Py + Py ‘

e Combinaison linéaire : | f + A\g admet un DL a l'ordre n et sa partie réguliere est Py + APy |.

Ay
-
LSOR
~
AN

Exemple : DL a 'ordre 3 de €* — 2cos(x) en O :

Ay

_‘@’_ e Produit : | fg admet un DL a I'ordre n et sa partie réguliere est obtenue en ne gardant que les termes de
- degré inférieur ou égal a n dans Py x P,

Exemple : DL a 'ordre 3 de cos(z)e” en 0 :
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3) Composition et quotient

e Composition : [si f admet en 0 un DL a l'ordre n, et g admet en f(0) un DL a l'ordre n, alors go f admet
en 0 un DL a l'ordre n : sa partie réguliere est constituée des termes de P, o Py qui sont
de degré inférieur ou égal a n.

Exemple et méthode : on cherche un DL & l'ordre 5 de 5™(®) en 0 :

sin(z) ISVREE

avec u = sin(z), lim sin(x) = 0 donc v — 0 :
z—0

e =
u—0

U x1

u? X .

U3

ul

u5
.., Méthode :
@’_ — on écrit le DL,, de f, et le DL,, de g en utilisant la variable u ;
- — on identifie u a la partie réguliere du DL de f et on calcule successivement les puissances du DL de f en

ne gardant que les termes de degré inférieur a n ;
— on remplace ces puissances dans la formule du DL de g.

e Inverse : si g admet en a un DL & l'ordre n avec g(a) # 0, alors 1 a aussi un DL & 'ordre n en a que

1 1 1
l’on obtient en décomposant de la fagon suivante : = X avec %13% u(x) = 0 et on utilise

g(x)  gla)  1—u(x)

le DL, en 0 de 12— composé avec u(z).

Exemple : déterminons un DL a l'ordre 4 en 0 de Wl(x)
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e Quotient : g =fx % : on combine les méthodes de I'inverse et du produit.

Exemple : déterminons un DL & 'ordre 3 en 0 de tan(z) :

Remarques :
n
o «xxo(@") = oz )y et « &) — o1y
.., ® sile premier terme du DL du dénominateur est nul, on utilise la forme normalisée :
@’_ g(lz) = a:ip X araraT +2 Aoy - pour obtenir un DL a 'ordre n a la fin, il faut travailler sur un DL a
: o Fam
- I'ordre n + p.

voir exemple Exercice 3. 3.
4) Intégration et dérivation terme a terme

Propriété.
On suppose que f admet un DL a l'ordre n en a, et on note F' une primitive de f.
Alors F' a un DL a l'ordre n + 1 en a.
Plus précisément : si f(x) = cy +ci(x —a) + ca(x —a)? + ... +cp(x —a)” + 0((3: - a)"),

alors F(z) = F(a) + co(z — a) + 3c1(z —a)> + ea(z —a)® + ... + n%_lcn(x —a)"tl 4+ 0((:1: - a)"“‘l)

Exemple : on va déterminer un DL a 'ordre n + 1 de In(1 + x) :

x +— In(1 4+ z) est une primitive de x — H%

Propriété.
Si f est de classe C™ alors f admet un DL, en a on note Py sa partie réguliere.
Et f’ est de classe C" ! et admet un DL,, en a dont la partie réguliere est P]’c.

I11. Utilisation

1) Calculs de limites, obtention d’équivalents

Propriété.

Si f admet un DL a l'ordre n en a, alors f est équivalente au premier terme non nul de son DL :

si f(z) = cp(x — a)P + cpp1(z — a)PT + ...+ ep(x — a)" + o(x — a)"), alors f(z) ~ cp(x —a)P.
x a

5/8



TSI 2.1 Iycée Monge 2024-2025

Fonctions 11 - Cours

2t — tan(2
Exemples : e déterminer lim an(z) an(2z)
=0 z(1 — cos(3x))

In(l+z)—=x
im —————:
z—0 l‘ln(l + iL‘)

2) Etude locale d’une courbe

Exemple : étude locale en 0 de f(z) =
x

In(1+ z) :
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Propriété.
Si f n’est pas définie en a et que f admet un DLgen a: f(a+h) S, 60 +o0(1), alors f est prolongeable
—

par continuité en a en posant f(a) = cp.

Si de plus, f admet un DLj en a : f(a+ h) = €0 + c1h + o(h), alors le prolongement par continuité
%

de f est dérivable en a et f'(a) = ¢;.

De plus, la droite d’équation y = ¢p + c1(x — a) est la tangente a la courbe de f au point d’abscisse

a.

Remarque : si f est définie en a et admet un DL,, en a avecn > 2 : f(a+ h) Se 0t cih + cp,h™ + o(h™),
—

alors la position de la courbe de f pra rapport a sa tangente au voisinage de a est déterminée a partir du

signe de ¢ (z —a)™ :

* si cp(x —a)™ = 0, la courbe est au-dessus de la tangente ;

* 81 cp(x — a)” <0, la courbe est en-dessous de la tangente.

3) Détermination d’asymptotes

Définition.
Soit f une fonction définie au voisinage de +oc.
On dit que la droite d’équation y = mzx + p est asymptote a la courbe de f en +oo si
lim f(z)— (mz+p)=0.
T—+00

Méthode : en posant = +, on rameéne ’étude en +00 & une étude en 0T (respectivement de —oo & 07) et
on peut alors utiliser les développements limités.

En particulier cela peut permettre de trouver une asymptote oblique (et éventuellement la limite si toutes
les méthodes habituelles ont échoué !).

Exemple :
On cherche & étudier en +oo, la fonction f définie pour z > 0 par f(z) = vz? + 3z.
Pour x > 0, on pose z = %
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AV

Développements limités usuels a connaitre

1ixx;01+x+x+ A aF 4 2™+ o(a)

I(l+a) = o= 5 +5 -+ (DM 4 (<) 4 o(a")

¢ = ltz+y FO T+ oz

cos(z) = 1= %45 — o+ (CDFEm o+ ()" oy + o2t
sin(z) =, = S+ + (1" Sy + (= 1)" oy + o(a"*2)
tan( )x: r+ Z + o(x?)

wetan®) 2,25+ ot (CDFE o (PR o

(1+2)* = 1+am+°‘(a D2y +—a(a71) (a=n+1) n +o(z") avec a € R

z—0 n!

(en particulier o = § on obtient /1 + z).
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